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SULLE TRASFORMAZIONI RAZIONALI NELLO SPAZIO *).

NOTA 1.2

Rendiconti del B, Istitulo Lombardo, serie II, volume IV (1871), pp. 269-279,

Quattro variabili omogenee indipendenti z,2,2,x, siano legate ad altre quattro varia-
bili analoghe y,%,y;y, mediante le relazioni:
o) ) Ryt Ty L= Pyl Pyl Py
dove le ¢ siano funzioni (algebriche razionali) intere omogenee di uno stesso grado » delle 7.
Considerando le z e le y come coordinate di due punti corrispondenti in due spazj a
_tre dimensioni, le (1) esprimono che ad un punto qualsivoglia dello spazio (y), purché non
comune alle quattro superficie ¢ = 0, eorrisponde un solo e determinato punto dello spa-
zio (%), e che ai piani

(2 oy B+ oyt o ¥ + oy @ =0
dello spazio (z) corrispondono le superficie d’ordine n
(3) dl?l+“2?2+73?3+a4?420

formanti un sistema lineare triplamente infinito.
Suppongasi ora che dalle (1) si possano desumere le y espresse razionalmente colle z,
cioe le formole inverse delle (1) siano

(4) YorYe i Yst Ye="r b2t Pyt dy
essendo le ¢ funzioni intere omogenee delle , di un medesimo grado m.

*) Veggasi intorno a questo argomento la Memoria del prof. CAYLEY, On the rational tran-
sformation between two spaces nel t. 3 dei Proceedings of the London Math. Society. Cir. anche
NOTHER, Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde von beliebig vielen Dimen-
sionen (Math. Annalen, t. 2). La medesima quistione per le figure piane & stata trattata da me
(Memorie dell’ Accademia di Bologna, 2.2 serie, t. 2, 1863 e t. 5, 1865; ovvero Gicrnale di Mate-
matiche di Napoli, t. 1 e 3) [Queste Opere, n. 40, 62 (t. 2.°) ], da CLIFFORD e CAYLEY (loco citato)
da NoTHER (Math. Annalen, t. 3, p. 164) e da RoSANES (Giornale CRELLE-BORCHARDT, t. 73).

Cremona, tomo III. 16
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Cio equivale a supporre il sistema (3) tale che tre superficie prese arbitrariamente da
esso abbiano un unico punto comune, che non appartenga a tutte le superficie del sistema
medesimo: cosi che anche ad un punto qualsivoglia dello spazio (), purché non comune
a tutte le superficie ¢ = 0, corrisponde un solo e determinato punto dello spazio (y).
Dalle (4) segue inoltre che ai piani

®) Bith +Beye+Bs s+ Baga=0
corrispondono le superficie
(6) BL¢I+B2¢2+33¢3+@44’4=0

formanti un sistema lineare triplamente infinito ; tre qualunque delle quali, in virti delle
(1), si segano in un solo punto non comune a tutto il sistema. Le (1), (2) significano
eziandio che ciascuna superficie dei sistemi (3) e (6) & rappresentabile punto per punto
SOpra un piano.

Analogamente a cid che accade per le trasformazioni nel piano *), ai punti ed alle
linee fondamentali o principali d'uno spazio, p. e. dello spazio (), vale a dire ai punti ed
alle linee comuni a tutte le superficie ¢, corrispondono superficie costituenti la Jacobiana
delle superficie ¢. In particolare ai punti di una curva r-pla comune alle ¢ corrispondono
curve razionali d’ordine r, il lnogo delle quali fa parte della Jacobiana delle ¢. La stessa
curva che & r-pla per tutte le ¢ & (4r—1)-pla per la Jacobiana di queste superficie; ece.**).

Per brevitd di discorso diremo omaloide ***) una superficie quando sia rappresenta-
bile punto per punto sopra un piano; e omaloidale un sistema di superficie algebriche il
quale, come i sistemi (3) e (4), sodisfaccia alle due condizioni: 1.0 d’essere lineare e tripla-
mente infinito, 2.0 che tre superficie prese ad arbitrio nel sistema si seghino in un solo
punto non ecomune a tutto il sistema medesimo. Le superficie di un sistema omaloidale
sono necessariamente omaloidi.

Queste denominazioni possono valere anche per le figure piane (e per le figure descritte
in una superficie omaloide); cosi che una curva omaloide sard una curva razionale ciod
una curva di genere zero; ed una rete omaloidale di curve sard un sistema lineare dop-
piamente infinito di curve (razionali), due qualunque delle quali si seghino in un solo
punto non comune a tutte.

Sia ora @, una superficie omaloide di grado », della quale si conosca una rappresenta-
zione (punto per punto) sopra un piano II. Tutte le altre superficie omaloidi d’ordine n,

*) Vedi la Nota 2.2, gia citata, Sulle trasformazioni geometriche delle figure piane (Bologna,
1865). '
**) Vedi la citata Memoria di NoTHER nei Math. Annalen, t. 2, p. 293,
*%%) Cfr. SYLVESTER nel Cambridge and Dublin Math. Journal, t. 6. pag. 12.
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aventi gli stessi punti multipli e le stesse linee multiple di ¢,, segheranno inoltre ¢ secondo
curve le cui imagini su II formeranno un certo sistema X. Ora assumasi in I una rete
omaloidale di eurve K, in modo che ciascuna di queste insieme con un luogo fisso I, (un
complesso di linee, anche prese pill volte) costituisca una curva del sistema 2. Una curva
K,, formando insieme eon L I'imagine dell'intersezione di ¢, con un’altra superficie ana-
loga ¢,, individua un fascio ¢, + a, v,; analogamente, se K,, K, sono due altre curve
della rete, non appartenenti con K, ad uno stesso fascio, saranno individuati i fasei
Py 4 02P,, P4 - 03,5 © siccome i tre fasei hanno una superficie comune g, cosi essi
individuano e costituiscono un sistema lineare triplamente infinito

al?l‘l‘%%‘l‘“s%‘}'%%:o-

Questo sistema é omaloidale, epperd pud servirve di base ad una trasformazione razionale 4 or-
dine n; cioé le superficie del sistema, considerate nello spazio (y), si possono far corrispon-
dere [°°] ai piani d'un altro spazio (z) punteggiato projettivamente [*®] al primo, e cid
col porre le formole (1), dalle quali seguiranno le (4). Il grado delle ¢, ossia il grado della
trasformazione inversa, non & altro che ’ordine delle curve di ¢, aventi per imagini le K.

La Jacobiana della rete K &, come si sa *), composta di piui linee k; e queste sono ap-
punto le imagini delle curve che, insieme colle curve fondamentali dello spazio (y), costi-
tuiseono I'intersezione di ¢, colla Jacobiana delle superficie ¢ [°7]. Vale a dire, le k sono le
imagini delle curve dello spazio (y) corrispondenti ai punti ne’ quali le curve fondamentali
dello spazio (z) sono incontrate dal piano che corrisponde a ¢, [¢%]. Se le ¢ hanno in comune
una curva semplice, una curva doppia, una curva tripla,..., queste prese ordinatamente
1.3,2.7, 3.11,... volte fanno parte della intersezione di ¢, colla Jacobiana delle ¢;
e la residua intersezione di queste due superficie & esclusivamente rappresentata dalle
curve k costituenti la Jacobiana delle K (tenuto conto di quelle linee di ¢, che corrispon-
dono a punti di II) [%8]. Percio, se le k sono le imagini di [, rette, I, coniche, I, cubiche (ra-
zionali) ..., le superficie ¢ avranno in comune una curva semplice d’ordine !,, una curva
doppia d’ordine I,, una curva tripla d’ordine /;,... [*®]. E dall’esame delle relazioni fra i
diversi elementi della data rappresentazione di 9, si potranno senza difficoltd desumere
eziandio le relazioni fra le curve fondamentali dello spazio (2), ciod il genere di ciascuna,
i punti in cui s’incontrano a due a due; ecc., non che le proprieta della Jacobiana delle ¢,
la quale del resto si compone delle superficie che corrispondono ai punti e alle linee fon-
damentali dello spazio (y). Cosi il sistema delle superficie ¢ (e con esso la trasformazione
inversa) verrd ad essere completamente conosciuto.

Ogni rete in II analoga a quella delle curve K, condurra per tal modo ad una trasfor-
mazione nella quale & impiegata la data superficie ¢,.

*) Vedi la citata Nota 2.2, Sulle trasformazioni geometriche delle figure piane.



244 SULLE TRASFORMAZIONI RAZIONALI NELLO SPAZIO.

Ora mi sta a cuore di porre in chiaro la facilitd e la fecondita del metodo che propongo;
a questo intento gioveranno alecuni esempi.

1.0 Sia ¢, una superficie di 2.° grado, rappresentata mediante projezione da un suo
punto sopra il piano II: cosi che il sistema X sard formato dalle curve di 4.° ordine do-
tate di due punti dopypj fissi 1, 2. Allora le K possono essere:

a) Le rette del piano I1; il luogo L & composto della retta 12 e di una econica per
1 2; il sistema omaloidale & dunque costituito dalle superficie di 2. grado aventi in- co-
mune una conica ed un punto, e la trasformazione inversa & di 2.° grado *). La Jacobiana
delle K rappresenta [ %] due rette; dunque le ¢, oltre ad avere un punto comune (corri-
spondente al piano della conica comune alle ¢) passeranno per una conica fissa. Si ottiene
la medesima trasformazione assumendo per le K le coniche descritte per 12 e per un altro
punto fisso o; nel qual caso L sard una conica per 1 2. Se anche L passa per o, si ottiene
una trasformazione gpeciale, della_quale io ho gid trattato altra volta **).

b) Le coniche per 1 e per due altri punti fissi 0 0,; il luogo L & composto dalla retta 12
e di un’altra retta per 2. Il sistema omaloidale & costituito dalle superficie di 2.0 grado
aventi in comune una retta e tre punti, e la trasformazione inversa & di 3.0 grado ***). La
Jacobiana delle K [7°] rappresenta una conica e tre rette; dunque le ¢ hanno in comune
una retta doppia ed una linea semplice di 8.0 ordine (il sistema di tre rette semplici).
Si ottiene la medesima trasformazione se le K sono cubiche 1* 2 passanti per altri tre punti
fissi 00, 0,; se poi a questi punti si danno posizioni speciali, p. e. assumendoli in linea
retta [7'], ovvero infinitamente vicini, si giunge a trasformazioni particolari.

¢) Le coniche per tre punti fissi 00, 0,; il luogo L riducesi allora alla retta 12 con-
tata due volte. Le superficie del sistema omaloidale sono circoseritte ad un tetraedro fisso,
in un vertice del quale hanno un piano tangente fisso. La trasformazione inversa & del
4.0 grado T). La Jacobiana delle K [7?] rappresenta tre coniche e due rette; dunque

*) I questa Dordinaria trasformazione conica, stata studiata dal prof.SCHIAPARELLI,
(Sulla trasformazione geomelrica delle figure nelle Memorie dell’Accademia di Torino, 1862) e
da altri. Il prof. GEISER nel Giornale CrerLE-BorcHARDT (t. 70, p. 249)’ha adoperata per de-
durre la superficie di 4.° ordine con una conica doppia dalla superficie generale di 3.° ordine.
Faccio qui questa citazione espressamente per riparare ad una involontaria ma poco scusa-
bile omissione, nella quale sono incorso quando ho trattato il medesimo argomento con un me-
todo assai somigliante, benché non identico (Rendiconti di questo R. Istituto, 9 marzo 1871)
[Queste Opere, n. 88].

#**) Rendiconti di questo R. Istituto, 9 e 23 marzo 1871 [Queste Opere, n. 88, 89].
#k¥) Questa trasformazione & gid stata indicata dal sig. CAYLEY (1. ¢.).

1) Le superficie ¢ sono superficie di STEINER (4.° ordine e 3.2 classe) aventi in comune le
tre rette doppie e una conica. Se si parte dalla rappresentazione di una superficie di STRINER
(Rendiconti di questo R. Istituto, 24 gennajo 1867) [Queste Opere, n. 7{ (t. 2.°)], per ottenere
Yattuale trasformazione basta assumere come linee K le rette del piano rappresentativo: il
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le ¢ hanno in comune un Iuogo doppio di 3. ordine (tre rette doppie) e una conica sem-
plice. Si perviene al medesimo risultato se le K sono curve di 4.° ordine 1° 2* aventi un
altro punto doppio fisso o e tre punti semplici pure fissi 0, 0, 05 e anche qui si possono di
nuovo fare ipotesi speciali sulla giacitura scambievole di questi punti.

2.0 Sia @, una superficie generale di 8.0 ordine, rappresentata in I nel modo consueto,
cosi che il sistema ¥ sard formato dalle curve di 9.0 ordine 1°2°3°4°5° 6° dotate di sei
punti tripli fissi.

a) Le X siano le rette del piano I, ovvero le coniche 123, ovvero le cubiche
1*23 45, ovvero le curve di 4.0 ordine 1*2°3%* 45 6, 0 quelle del 5.0 ordine 1% 2* 3% 4* 5* 6%;
le quali tutte rappresentano cubiche gobbe. Tl luogo L sard I'imagine di una curva A di
6. ordine, tutt’al pilt del genere 3. Le superficie di 3. ordine passanti per A formano adun-
que il sistema omaloidale, e la trasformazione inversa ¢ di nuovo del 3.0 grado, cioé le su-
perficie ¢ sono pur esse di 3.0 ordine e tutte passanti per una curva fissa A, analoga a A;
infatti, la Jacobiana delle K [ %] rappresenta sei rette. Questa trasformazione finche si sup-
ponga A affatto generale, & quella notissima che serve alla rappresentazione piana delle
superficie di 3.0 ordine; ma essa comprende sotto di sé un gran numero di trasformazioni
speciali, corrispondenti a casi particolari della corva A e a spezzamenti della medesima
in linee distinte; delle quali trasformazioni speciali alcune soltanto vennero sin qui prese
in considerazione *). Tali trasformazioni speciali sono assai importanti e possono offrire
anche maggiori vantaggi che non la trasformazione generale, quando si tratti di appli-
carle alla rappresentazione di una superficie su di un’altra **). Questa applicazione
conduce a riconoscere 1'esistenza e le proprietd di un’estesissima serie di superficie omaloidi:
e cid ¢'intenda detto anche dei casi compresi in tutte le altre trasformazioni generali, sia

luogo L (del 7.° ordine) sard composto delle tre rette imagini delle rette doppie, contate due vol-
te, e di un’altra retta. Di questa trasformazione, la quale si trova gid accennata in una mia co-
municazione alla R. Societa delle scienze di Gottinga (Nachrichten 3 maggio 1871) [Queste Opere
"n. 93], ho anche fatto applicazione allo studio ed alla rappresentazione piana di una certa su-
perficie di 4.0 ordine dotata di 4 punti doppj, in una Memoria presentata all’Accademia di Bo-
logna [Queste Opere, n. 94]. Cfr. REYE, Geometrie der Lage, 2. Abth. pp. 246 e seg., dove la rap-
presentazione della superficie di STEINER e di alcune altre & ricavata da una corrispondenza
fra due spazj, della quale & un caso particolare la trasformazione nostra attuale. Perd la corri-
spondenza imaginata dal sig. REYE non conduce ad una trasformazione la cui inversa sia ra-
zionale, giacché le superficie delle quali egli fa uso non formano un sistema omaloidale.
*) Vedi per es. GEISER, Zur theorie der Fldchen zwetiten und dritten Grades (Giornale CRELLE-

BORCHARDT, t. 69), STURM, Ueber das Fldchennetz sweiter Ordnung (d. G. t. 70), CayrLey L e.

**) B ¢id perché quando A consta di varie linee, si pud far passare anche soltanto per al-
cune di queste lasuperficie che si vuol trasformare. Per le applicazioni delle quali qui si discorre,
veggasi la menzionata comunicazione nelle Nachrichten di Gottinga.
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del 3.0 grado, sia de’ gradi superiori. Le medesime trasformazioni speciali hanno anche la
notevole proprietd che non in tutte lo spezzamento della curva A' & analogo a quello di A.

b) Le K siano coniche 12 0 (dove o indica un punto fisso, diverso dai punti fonda-
mentali), o cubiche 1238 4 0, o curve di 4.° ordine 1234560, o curve di 4.0 ordine
122*3*4 59, o curve di 5.° ordine 1°2°3%4*5 6 0, 0 curve di 6.° ordine 12 2% 3* 4% 52 6% o,
tutte rappresentanti curve gobbe di 4.0 ordine e 2.2 specie. 1l luogo complementare L sara
[I'imagine di] una curva A gobba di 5.0 ordine, in generale del genere 1, incontrante in
10 punti ciascuna delle predette curve gobbe di 4. ordine. Il sistema omaloidale & dunque
costituito dalle superficie di 3.2 ordine che passano per A e per un punto fisso O dello
spazio. La trasformazione inversa & di 4. grado. La Jacobiana delle K [*%] rappresenta
due coniche e cinque rette; dunque le ¢ sono superficie di 4.0 ordine aventi in comune
una conica doppia ed una curva semplice di 5.2 ordine (p = 1). La Jacobiana delle ¢ &
composta della superficie di 3.0 ordine (per la quale O & un punto doppio) luogo delle co-
niche passanti per O e seganti in cinque punti la curva A, e della superficie di 5.0 grado
formata dalle rette trisecanti A. La Jacobiana delle ¢ & composta del piano della conica
doppia, contato due volte, e della superficie di 10.0 grado formata dalle corde della curva
di 5.0 ordine che incontrano la conica doppia.

¢) Le K siano coniche 1 0 0,, 0 cubiche 1*2 3 0 0,, 0 curve di 4.° ordine 1323 45 0 o,,
o curve di 4.° ordine 1*223°4 00, o curve di 5.0 ordine 1*2®3°4*Hoo,, 0 curve di
6.0 ordine 1°2°3°4°56 0 0,, 0 curve di 6.0 ordine 1*2*3*425*600,, 0 curve di 7.0 or-
dine 1'2°3?4*5*6%*00,, 0 curve di 8.0 ordine 1*2%3?4°5°6°0 0,, che rappresentano
curve gobbe razionali del 5.0 ordine. II luogo L [**] & 'imagine d’un luogo di 4.0 ordine
composto di una retta e di una cubica gobba, o di due rette e di una conica, o di quattro
rette; e le superficie di 3.0 ordine passanti per questo luogo e per due punti fissi sono gli
elementi del sistema omaloidale. La trasformazione inversa & del 5.2 grado. Nel caso pilt
generale di questa trasformazione, cioé quando le ¢ hanno in comune una retta ed una
cubica gobba, non segantisi in alecun punto, la loro Jacobiana & composta dei due piani
passanti per la retta fissa e risp. pei punti fissi, dell’iperboloide passante per la cubica gob-
ba e pei due punti fissi, e della superficie di 4.° grado formata dalle corde della cubica
gobba incontrate dalla retta fissa. La Jacobiana delle curve K | 7] rappresenta una cubica
gobba, due coniche e cinque rette; epperd le ¢ sono superficie di 5.0 ordine aventi in comune
una retta tripla A, due rette doppie B, C non segantisi fra loro ma segate entrambe da A,
e una curva semplice D di 5.0 ordine (p == 0) che incontra A in due punti, B e C in tre
punti *). La Jacobiana delle ¢ & composta dei piani A B, A C contati due volte, della su-

*) Non credo sia ancora stata studiata questa interessante superficie F, di 5.° ordine, do-
tata di una retta tripla A e di due rette doppie B e C. Essa pud dedursi da una superficie F',
di 4.° ordine dotata di un punto triplo O, mediante una trasformazione di 3.° grado, nella
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perficie di 4.0 grado formata dalle rette che incontrano B, C e D, e della superficie di 8.
grado, luogo delle corde di D incontrate da A.

d) Le K siano cubiche 123 4 ¢*, o curve di 4.0 ordine 1*2*3 45 0, o curve di 5.°
ordine 13223°4560% o curve di 5.°© ordine 1*°2°3%°4°5%0%, o curve di 6.2 ordine
13223247 5%6 0%, o curve di 7.0 ordine 1°2°3°4° 5% 6% 0®, rappresentanti curve gobbe ra-
zionali di 5.° ordine, dotate di un punto doppio fisso. Il luogo L rappresenterd una curva
gobba A di 4.° ordine e 2.2 specie, incontrante in 10 punti ciascuna delle curve predette.
11 sistema omaloidale sard formato dalle superficie di 3.0 ordine che passano per A ed inol-
tre hanno fra loro un contatto di 1.° ordine in un punto fisso O. La trasformazione inversa
& di 5.0 grado. La Jacobiana delle ¢ & costituita dall’iperboloide passante per A e dalla su-
perficie di 6.0 ordine luogo delle coniche che toecano in O le ¢ e incontrano A quattro vol-
te. La Jacobiana delle curve K [73] rappresenta cinque coniche e due rette; dunque le ¢
sono superficie di 5.° ordine aventi in comune una curva doppia (razionale e dotata di un
punto triplo) di 5.c ordine e una conica semplice (che incontra la curva doppia in quattro
punti). Il punto triplo della curva doppia & triplo per tutte le ¢. La Jacobiana delle ¢
comprende la superficie di 10.0 grado, luogo delle corde della curva doppia segate dalla
conica semplice, e il cono di 2.2 grado (contato tre volte) che projetta la curva doppia
dal punto triplo.

¢) Le K siano cubiche 1° 2 0 0, 0,, 0 curve di 4. ordine 1*2 3 4 0 0, 0,, 0 curve di 5.°
ordine 12345600, 0,; 0 curve di 6.° ordine 1*2°3°4*H0 0, 0,, 0 curve di 7.° ordine
152°3* 42 5* 6% 0 0, 0,, 0 curve di 7.0 ordine 1'2°3*4°5600,0,, 0 curve di 8.2 ordine
152 3* 4° 5% 6% 0 0, 0,, rappresentanti curve gobbe razionali di 6.0 ordine. Illuogo L [ "®] sara
Vimagine di un luogo di 3.0 ordine costituito da due rette non segantisi, una delle quali
contata due volte. Dunque il sistema omaloidale si compone delle superficie di 3.° ordine
toccantisi lungo una retta e segantisi lungo un’altra retta (non appoggiata alla prima)
e in tre punti fissi. La trasformazione inversa & di 6.° grado. Le ¢ sono superficie di 6.°
ordine aventi in comune una retta quadrupla, tre rette doppie e una curva semplice di b.°
ordine.

) Le K siano curve di 4.0 ordine 12345 6 0, o curve di 5.0 ordine 1*°223*4 5 6 0°,
o curve di 6.0 ordine 1°2°3*4*5*6 0°, o curve di 7.0 ordine 1°2° 3® 4* 5% 6% 0%, 0 curve di
8.0 ordine 1°2°3°435°6° 0°, le quali rappresentano curve gobbe razionali di 6.c ordine

quale le superficie ¢ abbiane in O’ un punto doppio e passino per una curva di 4.° ordine e
1.2 gpecie, descritta per O' su ¥, e per due corde di questa curva, uscenti da O'. La superficie
F, possiede 10 rette semplici, 4 delle quali incontrano B e C, mentre le altre 6 sono appoggiate
ad A. Nella rappresentazione minima di Fy, la quale si ottiene projettando ¥, da O, le imagini
delle sezioni piane di quella superficie sono curve di 3.° ordine passanti per quattro punti fissi,
i quali sono le intersezioni di due coniche che rappresentano le rette doppie. La retta tripla é
rappresentata da una retta.
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aventi tutte uno stesso punto triplo. Il luogo L rappresenta ora una cubica gobba A; e le
superficie del sistema omaloidale passano per A e hanno tutte fra loro un contatto di
2.0 ordine in un punto fisso. La trasformazione inversa & di 6.0 grado. Le ¢ sono superficie
di 6.0 ordine aventi in comune una retta tripla ed una curva doppia di 6.° ordine.

3.0 Sia ora o, una superficie di 3.° ordine, dotata di un punto doppio O; rappresentan-
dola su II mediante projezione dal detto punto, I'imagine dell’intersezione con un’altra
superficie di 3.° ordine, che abbia lo stesso punto doppio, sard una curva di 5.° ordine
segante in sei punti fissi 123456 la conica dalla quale ¢ rappresentato il punto O.

a) Sianc le K coniche 1 0, 0,, che rappresentano curve gobbe razionali di 5.0 ordine
con un punto triplo in O. Il luogo L sard una cubica 23456, che rappresenta una curva
gobba A di 4.° ordine e 1.» gpecie, passante per O e segante ciascuna delle predette curve di
5.0 ordine in altri sei punti. Il sistema omaloidale sara percid formato dalle superficie di
3. ordine che passano per A, hanno in O un punto doppio ed inoltre due punti semplici
fissi comuni O,, O,. La trasformazione inversa & del 5.° grado. La Jacobiana delle ¢ &
costituita dalle superficie di 2.° grado O, A, O, A, dal piano 00,0, e dal cono cubico OA.
Le ¢ sono di nuovo (come nel easo 2.°, ¢) superficie di 5.0 ordine aventi in comune una retta
tripla A e due rette doppie B, C (non segantisi queste ultime fra loro, ma segate entrambe
da A); ma oltre a cid le ¢ passano per una curva fissa D di 5. ordine (p=1) che sega A in
tre punti, B e Cin due punti. La Jacobiana delle ¢ & formata dalla superficie di 6.° grado,
luogo delle rette appoggiate a B, C, D, dai piani AB, AC contati due volte, e dalla super-
ficie di 3.° grado, pur contata due volte, che & il luogo delle corde di D incontrate da A.

b) Le K siano coniche o, 0, 05, epperd rappresentino curve gobbe razionali di 6.
ordine, con un punto quadruplo in O. Il luogo L sard una ecubica 123456 che rappresenta
una curva piana A di 3. ordine. Le superficie di 3.° ordine costituenti il sistema omaloidale
passano per A ed hanno tutte in comune il punto doppio O e tre punti semplici O,, O,,
0. La trasformazione inversa ¢ del 6.° grado. La Jacobiana delle ¢ comprende il piano di
A, da contarsi due volte, i piani 00,0;, 00,0,, 60,0,, ed il cono eubico OA. Le ¢
sono superficie di 6.° ordine, aventi in comune tre rette triple (concorrenti in un punto) e
una curva semplice di 6.0 ordine (p==1) che sega ciascuna retta tripla in tre punti.

¢) Le K siano cubiche 0%0,0,12, che rappresentano curve gobbe razionali di 7.° or-
dine, aventi un punto quadruplo in O ed inoltre un punto doppio e due punti semplici
fissi. 11 luogo L sard una conieca 3456, che rappresenta una conica appoggiata in sei punti
a claseuna delle curve gobbe di 7.° ordine. Il sistema omaloidale & ora formato dalle super-
ficie di 3.0 ordine passanti per la detta conica ed aventi il punto doppio O, le quali inoltre
abbiano tre punti semplici comuni, e in uno di questi siano toccate da un piane fisso. La
trasformazione inversa ¢ del 7.0 grado. Le superficie ¢ hanno in comune una retta quadru-
pla, due rette triple, una conica doppia ed una curva semplice di 4. ordine,
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d) Le K siano curve di 4.0 ordine 0°123450,, che rappresentano curve gobbe razio-
nali di 7.c ordine, aventi due punti tripli ed un punto semplice fisso. Il luogo L sard una
retta pel punto 6 e rappresenterd una conica passante per O ed incontrante in altri quat-
tro punti ciascuna delle curve di 7.° ordine. Il sistema omaloidale si compone delle super-
ficie di 3.0 ordine che, oltre al passare per questa conica e ad avere il punto doppio O,
posseggono due punti semplici comuni, in uno de’ quali hanno fra loro un contatto di 2.
ordine. La trasformazione inversa & del 7.0 grado. Le superficie ¢ hanno in comune una
retta quadrupla, una retta tripla, una curva doppia di 5.° ordine e una retta semplice.

e) Le K siano curve di 4.° ordine 0°071°234, alle quali corrispondono eurve gobbe di
7.0 ordine con un punto triplo e due punti doppi fissi. Qui il sistema omaloidale & costituito
dalle superficie di 3.2 ordine che hanno il punto doppio O, passano per due rette fisse (I'u-
na rappresentata dal punto 1, Paltra dalla retta 56) che non si segano, ed inoltre si toceano
in due punti dati. La trasformazione inversa & del 7.c grado. Le superficie ¢ hanno in co-
mune una cubica tripla, [una retta tripla], due rette doppie ed una conica semplice.

) Le K siano curve di 4.0 ordine 0°0,0,1234, che rappresentano curve gobbe razio-
nali di 8.° ordine, dotate di un punto quadruplo O e di un punto triplo. I luogo L riducesi
qui alla retta 56 che rappresenta una retta appoggiata in quattro punti a ciascuna delle
curve gokbe di 8.° ordine. Il sistema omaloidale & costituito dalle superficie di 3.° ordine
passanti per questa retta, aventi in O un punto doppio, ed inoltre tre punti semplici co-
muni, con un contatto di 2.° ordine in uno di questi. La trasformazione inversa & dell’8.
grado. Le ¢ hanno in comune una retta quintupla, due rette triple, una curva doppia
di 4.° ordine e una conica semplice.

g) Siano le K curve di 5.° ordine 0%0,0,123456, alle quali corrispondono eurve
gobbe razionali di 9.0 ordine, aventi due punti quadrupli e due punti semplici fissi. 1l
luogo L qui scompare affatto. Le superficie di 3.° ordine costituenti il sistema omaloidale
hanno in comune il punto doppio e tre punti semplici, con un contatto di 3.° ordine in uno
di questi. La trasformazione inversa & del 9.0 grado. Le ¢ hanno in comune una retta
sestupla, due rette triple, una curva doppia del 6.° ordine,

4.0 Sia ¢, una superficie gobba di 3.° grado, la cui retta doppia indicherd con D. I
noto *) che essa pud essere rappresentata in un piano I, in modo che le imagini delle sue
sezioni piane siano coniche passanti per un punto fisso 1 e seganti armonicamente un dato
segmento. L’imagine dell'intersezione con un’altra superficie gobba di 3.° ordine, dotata
della medesima retta doppia D, sard una curva di 4.° ordine con un punto triplo in 1. Se-
condo che si assumono per le K le rette del piano II, ole coniche 100, o le cubiche
1%00,0,05, 0 le curve di 4.° ordine 1%o,... 05, si ottengono trasformazioni le cui inverse sono
ordinatamente di 2.° 8.0 4.” b.° grado. Il sistema omaloidale & formato da superficie gobbe

*) Rendiconti di questo R. Istituto, 24 gennajo 1867 [Queste opere, n, 71 (t. 22)].
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di 3.° grado che hanno in comune la retta doppia D ed inoltre: nel 1.° caso tre genera-
trici *); nel 2.° due generatrici e due punti; nel 3.° una generatrice e quattro punti;
nell’ultimo sei punti fissi. In tutti questi casi le ¢ sono pur esse superficie gobbe dotate
di una comune retta, multipla ordinatamente secondo i numeri 1, 2, 3, 4;le quali hanno
dippil, in comune, nel 1.° caso tre punti; nel 2.° due generatrici e due punti; nel 3.° quattro
generatrici ed un punto; nell’ultimo sei generatriei.

*) I questa la trasformazione gia ottenuta (1., b).
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NOTA 2.2

Rendiconti del R. Istituto Lombardo, Serie 11, volwme 1V (1871), pp. 315-324.

5.0 Sia ¢, una superficie di 3.° ordine con due punti doppj (coniei) P,, P,; essa puo essere
rappresentata sul piano IT in modo che de’ sei punti fondamentali 123456, ciascuno de’
gruppi 123, 145 sia in linea retta. I’imagine dell’intersezione con un’altra superficie di
3.0 ordine, dotata dei medesimi punti doppj P,, P,, sard una eurva di b.° ordine 23456

a) Le K siano rette, ovvero coniche 246, ovvero cubiche 234567, che rappresentano
cubiche gobbe per P,, P,. 1l luogo L sard I'imagine di una curva gobba razionale di b.°
ordine A, che ha due punti doppj in P,, P,, e incontra ciascuna cubica gobba in altri
quattro punti. Il sistema omaloidale & dunque formato dalle superficie di 3.° ordine ¢ che
hanno in comune i punti doppi P,, P, (epperd la retta P,P,) e la curva A. La trasforma-
zione inversa ¢ di 3.° ordine; ciod le ¢ sono superficie di 3.° ordine, passanti per due coniche
C, €' (non aventi punti comuni), per la retta comune ai loro piani e per un’altra retta R
appoggiata in un punto si a C si a C. La Jacobiana delle ¢ & composta dei due coni cu-
bici P,A, P,A e della superficie di 2.° grado, luogo delle rette trisecanti A. La Jaco-
biana delle ¢ & composta dei piani di C, C', contati due volte e della superficie di 4.° gra-
do, luogo delle rette appoggiate a C, C, R. Le cubiche gobbe corrispondenti alle rette
dello spazio (y) incontrano in tre punti C, in tre C, in due R.

b) Le K siano coniche 236, che rappresentano cubiche piane con un punto doppio
in Py; il luogo L sard una cubica 456° e rappresenterd una curva gobba razionale A di 5.0
ordine che ha in P, un punto triplo, passa semplicemente per P, e incontra in altri quattro
punti ciaseuna di quelle cubiche piane. Le © sono adunque le superficie di 3.° ordine dotate
de’ punti doppj P,, P,, che hanno in comune, oltre la retta P,P,, la curva A; e la loro
Jacobiana & costituita dal cono quadrico P, A preso due volte e dal cono di 4.° ordine P, A.
La trasformazione inversa & di 3.° ordine. Le superficie cubiche ¢ hanno un punto doppio
Q, si toccano lungo una retta che passa per Q, e si segano secondo una curva A’ di 4.° or-
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dine e 2.2 gpecie, appoggiata alla retta nominata in tre punti. La Jacobiana delle ¢ & for-
mata dal cono di 4. ordine Q A' e dalla superficie di 2.° grado (contata due volte) che passa
per A'. Alle rette dello spazio (y) corrispondono cubiche piane per le quali Q & un punto
doppio. v '

¢) Le K siano coniche 260, ovvero cubiche 2346%, che rappresentano curve gobbe
di 4.9 ordine passanti per due punti fissi P,, O ed aventi un punto doppio pure fisso, P,.
La curva gobba A, corrispondente al luogo L, & anch’essa di 4. ordine, passa per P,, ha
un punto doppio in P, e incontra in altri quattro punti ciascuna delle anzidette curve
rappresentate dalle K. Ne segue che il sistema omaloidale & costituito dalle superficie di
3.0 ordine che hanno in comune i punti doppj P,, P,, il punto semplice O, la retta P, P, e
la curva A; la Jacobiana delle quali comprende la superficie di 2.c grado O A, il piano
OP,P,, il cono quadrico P, A ed il cono cubico P,A. La trasformazione inversa & del 4.
ordine; e le superficie ¢ hanno in comune due rette doppie D, D' che si segano, due rette
semplici R, R' poste in uno stesso piano con I, ed una cubica gobba A' ehe incontra D
ed R in due punti, D' in un punto. La Jacobiana delle ¢ ¢ composta della superficie di
4.0 grado D°D'A'R (luogo delle rette appoggiate a D, R, A'), della superficie di 2.° grado
DD'AR' (luogo delle rette che incontrano D, A, R'), e dei piani DD, D'RR': dove le
ultime tre superficie sono da contarsi due volte. Alle rette dello spazio (y) corrispondono
cubiche gobbe che incontrano A'in tre punti, R e D in due, D' in un solo.

d) Le K siano coniche 60,0,, 0 cubiche 246%,0,, 0 curve di 4.° ordine 23456%,0,,
alle quali eorrispondono nello spazio curve gobbe di 5.° ordine con due punti doppj P,,
P, e due punti semplici pure fissi O,, O,. Le ¢ sono in questo caso le superficie di 3.° or-
dine, aventi in comune i punti doppj P,, P,, i punti semplici O,, O,, 1a retta P, P, e una
cubica gobba A che passa per P,, P,, e incontra in altri quattro punti ciaseuna delle accen-
nate curve di 5.° ordine. La Jacobiana delle ¢ comprende la superficie di 2.° ordine O, O, A,
i piani O, P, P,, O,P, P,, ed i coni quadrici P; A, P, A. La trasformazione inversa & di 5.°
grado; e le ¢ sono superficie di 5.° ordine aventi in comune una retta tripla A, due rette
doppie B,, B, (appoggiate ad A, ma non segantisi fra loro), due coniche H, K (che fra loro
non s’incontrano, ma ciascuna delle quali ha un punto comune con A, B,, B,) ed una retta
semplice R, appoggiata alle B,, B,, H, K. La Jacobiana delle ¢ & composta della superfi-
cie di 4.° grado, luogo delle rette appoggiate ad A, H, K; dei piani AB,, A B,; e delle su-
perficie di 2.0 grado B, B, H, B, B, K: gli ultimi quattro luoghi essendo da contarsi due
volte. Alle rette dello spazio (y) corrispondono cubiche gobbe che incontrano A in due
punti, H e Kin due, B, e B, in uno solo *).

¢) Le K siano cubiche 26%,0,0,, ovvero curve di 4.2 ordine 2346*010203, rappre-

*) Questa trasformazione & un caso particolare di quella gid considerata, 3.2, a).
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sentanti curve gobbe di 6.° ordine, per le quali il punto triplo P,, il punto doppio P, ed i
punti semplici O, O, O, sono fissi. Le v sono superficie di 3.° ordine, dotate de’ punti
doppj P,, P, e segantisi ne’ punti (semplici) fissi O, O, O; ed in una conica A, parimente
data, che passa per P, ed incontra in quattro altri punti ciascuna delle predette curve
di 6.0 ordine. La Jacobiana delle ¢ & costituita dal piano di A, dai tre piani O,P,P,,
0,P,P,, O,P,P,, dalla superficie di 2.° grado 0,0,0,P,A e dal cono quadrico P,A. La
trasformazione inversa & di 6.0 grado; cio¢ le ¢ sono superficie di 6.° ordine, che hanno
in comune una retta quadrupla A, tre rette doppie B, B, B;, una cubica gobba C e due
altre rette (semplici) D, R. Le rette B, B, B; a due a due non §’incontrano, ma sono se-
gate tutte e tre dalle A, D, R. La cubica gobba C ha due punti comuni con A, ed uno
con ciascuna delle B,, B,, B;, R. La Jacobiana delle ¢ & composta della superficie di
4.0 ordine, luogo delle rette appoggiate ad A, D, C; della superficie di 3.0 ordine luogo
di coniche che incontrano due volte C ed una volta A, B,, B,, B;; della superficie di 2.0
ordine, Iuogo delle rette appoggiate a B,, B,, B;; e de’ tre piani AB,, AB;, AB;: ove
questi luoghi, ad eccezione del primo, siano contati due volte. Alle rette dello spazio (y)
corrispondono cubiche gobbe che incontrano A e C due volte, le B e D una volta *).

f) Le K siano cubiche 6%0,0,0,0, o curve di 4.° ordine 246°0,0,0,0, 0 curve di
5.0 ordine 23456%0,0,0,0, imagini di curve gobbe del 7.° ordine, che hanno in comune
i punti tripli P, P, e i punti semplici O, O, O, O. Le superficie di 3.° ordine ¢, oltre ai
punti doppj P, P,, ai punti semplici 0,0,0;0 ed alla retta P,P,, hanno ancora
un’altra retta comune A, alla quale le predette curve gobbe si appoggiano tutte in quat-
tro punti. La Jacobiana delle ¢ consta de’ sei piani P, P,0,, P,P,0,, P, P,0;, P,P,0,
P,A, P,A e della superficie di 2.° grado 0,0,0,0P,P,A. La trasformazione in-
versa & di 7.0 grado, e le superficie (di 7.° ordine) ¢ hanno in comune una retta quin-
tupla A, quattro rette doppie B, B, B; B (che a due a due non si segano, ma che sono tutte
incontrate da A), una retta semplice R (seconda trasversale comune alle B) e due coni-
che semplici C;, C, (che tra loro non si segano, ma ciaseuna delle quali incontra in un punto
ciaseuna delle A, B). La Jacobiana delle ¢ & composta della superficie di 4. ordine, luogo
delle rette che incontrano A, C,, C,; de’ quattro piani AB,, AB,, AB;, AB, e di due
superficie gobbe di 3.0 ordine, la prima luogo di coniche che incontrano A B, B,B, BC,,

*) Di qui si ecava una rappresentazione piana assai semplice della superficie di 6. ordine,
dotata di una retta quadrupla A e di tre rette doppie B, situate com’é detto sopra. Nel piano
rappresentativo si tracci una conica A, come imagine della retta quadrupla; in essa prendansi
due punti 1, 2, e fuori di essa quattro punti o, a, b, ¢. Le coniche descritte per ¢ a b ¢ deter-
minano su A un’involuzione di 4.0 grado. Le imagini delle sezioni piane saranno allorale cu-
biche passanti per o 1 2 e per quattro altri punti di A formanti un grupppo dell’involuzione.
Alle tre rette doppie corrisponderanno i raggi oa, ob, oec.
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Paltra luogo di coniche che incontrano A B, B, B, B C,: ove queste superficie, ad
eccezione della prima, siano contate due volte. Alle rette dello spazio (y) corrispondono
cubiche gobbe che incontrano due volte A, ed una volta ciascuna delle B, C.

6.0 Sia ¢, una superficie di 3.° ordine con tre punti doppj P,, P,, P;; i sei punti fon-
damentali della sua rappresentazione piana possono essere assunti in modo che tre di
essi, 4, b, 6 giacciano nei lati 23, 31, 12 del triangolo formato dagli altri tre. Allora
I'imagine dell'intersezione di ¢4, con un’altra superficie ¢, dello stesso ordine e dotata de’
medesimi punti doppj, sard una curva di 3.° ordine passante pei punti 4 5 6. Tale interse-
zione & una curva gobba di 6.° ordine (per la quale P,, P,, P, sono punti doppj); giacche
le due superficie hanno necessariamente in comune le rette P,P,, P,P,, P,P, Di qui
consegue che, partendo dalla superficie o,, si giungerd a trasformazioni le cui inverse sa-
ranno tutt’al pit di 6.° grado.

a) Le K siano rette, ovvero coniche 456, che rappresentano cubiche gobbe passan-
ti pei punti P, P, P, e seganti in altri due punti una cubica gobba fissa A, che contiene pur
essa i tre punti dati. Questa eubica gobba A & comune alle ¢ del sistema omaloidale; la
cui Jacobiana comprende i coni quadrici P, A, P,A, P;A e due volte il piano P, P, P,
La trasformazione inversa ¢ del 3.° grado; e le superficie cubiche ¢ hanno in comune un
punto doppio Q, tre rette A,, A,, A, uscenti da Q e tre altre rette B,, B,, B;, che a due
a due non si segano, ma ciascuna delle quali incontra due rette A. I piani A;A;B,,
A;A B, A A, B;, presi due volte, e 1’ iperboloide B, B,B; costituiscono la Jacobiana
delle 4. Le cubiche gobbe corrispondenti alle rette dello spazio (y) passano per Q e incon-
trano in due punti ciascuna delle rette B.

b) Le K siano coniche 450, che rappresentano curve gobbe di 4.0 ordine, passanti
per tre punti fissi O, P,, P, ed aventi un punto doppio in P,. La curva A comune alle
superficie p & in quosto caso una conica che passa per P,, P; e incontra in altri due
punti ciascuna di quelle curve gobbe. La Jacobiana delle ¢ comprende i piani P,P,0,
P, P;0, il eono guadrico P, A, e due volte il piano P, P,P; e quello di A. La trasfor-
mazione inversa ¢ di 4.° grado; e le superficie ¢ hanno in comune un punto triplo Q, un
punto doppio Q', due rette doppie A,, A, (concorrenti in Q), la retta QQ’', due altre
rette R,, R, (concorrenti in Q', I'una nel piano A, QQ', I’ altra nel piano A, QQ') e
una conica C incontrata dalle rette A, A, R, R,. La Jacobiana delle q».é composta del
cono QC, della superficie di 2.0 grado A)A,R R, C e dei piani A A;, A, Ry, A, Ry:
dove gli ultimi quattro Inoghi siano presi due volte. Le cubiche gobbe corrispondenti alle
rette dello spazio (y) passano per Q e Q', incontrano in un altro punto ciascuna delle rette
A, A; e in due punti la conica C.

¢) Le K siano coniche 60,0,, imagini di curve gobbe del 5.0 ordine, per le quali
P,, P; sono punti doppj e P;, O,, O, punti semplici fissi; esse segano poi in altri due
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punti una retta fissa A, che passa per P; e che & comune a tutte le superficie ¢ del sistema
omaloidale. La Jacobiana delle quali comprende il cono quadrico che ha il vertice in
P, e passa per O, O, P, P, A, i piani O,P,P,, O,P,P,, P, A, P, A e due volte il piano
P, P, P,. La trastormazione inversa & del 5.0 grado. Le superficie (di 5.° ordine) ¢ hanno in
comune un punto doppio Q, una retta tripla A, due rette doppie B, e B, (segate da A, ma
non situate in uno stesso piano), due rette semplici C, e C, appoggiate alle B, B,, e tre
altre rette semplici uscenti da Q (I'una R appoggiata alle B, B, la seconda R, alle A C,,
la terza R, alle A G,). La Jacobiana delle ¢ & costituita dalla superficie di 2.c grado
AC,C,B, B, e da altri cinque luoghi da contarsi due volte, i quali sonoi tre piani A B,,
AB,, AR R, e le due superficie di 2.0 gradoe AB,B,C,RR,, AB,B,C,RR,. Alle rette
dello spazio (y) corrispondono cubiche gobbe che passano per Q e segano due volte A ed
una volta ciascuna delle rette B, B, C, C,.

d) Da ultimo le K siano cubiche 0°4560,, alle quali corrispondono curve gobbe di
6.0 ordine dotate di quattro punti doppj O, Py, P;, P; e passanti per un altro punto fisso
O,. In questo caso le superficie ¢ del sistema omaloidale, oltre ai punti doppj P,, P;, P,
hanno due punti semplici comuni O, O,, nel primo de’ quali toceano un piano dato; ma,
oltre alle rette che congiungono fra loro i punti doppj, non hanno aleuna linea comune.
La Jacobiana delle ¢ comprende quella superficie del sistema che ha un punto doppio
anche in Oy, i piani OP,P;, OP;P,, OP, P, e due volte il piano P,P,P;. La trasforma-
zione inversa & del 6.° grado. Le superficie di 6.° ordine ¢ hanno in comune un punto dop-
pio Q e un punto triplo Q', una conica tripla A, tre rette doppie B,, B,, B; (che concor-
rono in Q' e segano A), e tre rette semplici R,, R., R, uscenti da Q, appoggiate tutte ad
A ed inoltre rispettivamente segate da B,, B,, B,. La Jacobiana delle ¢ comprende tre
volte il cono quadrico Q' A, e due volte il piano A e le superficie di 2.0 grado A B, B; R, R,
AB;B, R;R,, AB,B; R R,. Le cubiche gobbe corrispondenti alle rette dello spazio (y)
passano per Q e incontrano tre volte A, ed una volta ciascuna delle rette B.

7.0 Suppongasi che ¢, sia una superficie di 3.2 ordine con un punto uniplanare P; la
rappresentazione piana che si ottiene dalla projezione centrale ha tre punti fondamen-
tali 1,2, 3 in linea retta. Qualunque altra superficie di 3.0 ordine, dotata del punto uni-
planare P collo stesso piano tangente U, interseca ¢, secondo una curva di 9.0 ordine,
per la quale P & un punto sestuplo, e la cui imagine & una cubica descritta ad arbitrio nel
piano rappresentativo.

Se le K sono rette, imagini di cubiche piane con un punto doppio in P, le superficie ¢
del sistema omaloidale hanno in comune una curva gobba (razionale) A di 6.° ordine,
per la quale P & quadruplo. 11 piano U, contato due volte, ¢ il cono quadrico che projetta
A da P, contato tre volte, costituiscono la Jacobiana delle ¢. La trasformazione inversa
e del 3.0 grado; e le ¢ sono superficie di 3.° ordine, dotate di un punto doppio Q, con uno
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stesso cono osculatore C, le quali si toccano lungo una sezione piana comune, passante
per Q. La Jacobiana delle ¢ & costituita dal piano della curva di contatto, preso sei volte,
e dal econo C. Alle rette dello spazio (y) corrispondono cubiche piahe con un punto doppio
in Q.

Partendo dalla medesima superficie ¢, di 8.0 ordine col punto uniplanare P, si possono
ottenere altre trasformazioni, le cui inverse sono del 4.0, 5.0,..., 9.2 grado.

8.0 Sia ¢, una superficie (di STEINER) di 4.0 ordine con tre rette doppie concorrenti
nel punto triplo O. Adottando il noto metodo di rappresentazione, secondo il quale le se-
zioni piane hanno per imagini le coniche coniugate ad un quadrilatero fisso, una conica
descritta ad arbitrio nel piano II corrispondera all'intersezione di ¢, con un’altra super-
ficie di SteEINER, dotata delle medesime rette doppie.

Assumendo per le K le rette del piano II si ottiene, come ho gia detto sopra, una tra-
sformazione di 4.0 grado (1.9,¢), la cui inversa & del 2.0. Se invece le K sono coniche 0, 0,03,
il sistema omaloidale sard formato da superficie di STEINER che (oltre al possedere le me-
desime rette doppie) passano per tre punti fissi O,, O,, O;; la Jacobiana delle quali
comprende due volte i piani determinati dalle rette doppie prese a due a due, ed inoltre
i tre coni.quadrici che passano per le rette doppie e pei punti fissi, combinati a due a due.
Alle rette dello spazio (z) corrispondono le curve gobbe di 4.2 ordine e 2.2 specie passanti
pei tre punti O, O, O; e segate due [7*] volte da ciascuna delle rette doppie. 1l sistema delle
¢ & affatto analogo a quello delle o, purché i tre punti o, o, 0, siano distinti. Ma se le coniche
K si toccano in un punto o, e si segano in un altro o,, ovvero se si osculano in un punto o,,
le ¢ saranno superficie di STEINER appartenenti a quelle forme particolari *), nelle quali-
due rette doppie ovvero tutte e tre sono coincidenti.

9.0 Se al sistema omaloidale delle ¢ in (5.9, ) si applica opportunamente la trasfor-
mazione (1.°,0), si ottiene un nuovo sistema omaloidale di superficie ¢ di 4.° ordine,
aventi in comune una retta doppia D, tre rette semplici E, E, E; appoggiate a D, due
punti doppj P, P, un punto semplice O, e per conseguenza anche la conica che passa per
P, P, e incontra D E, E, E,. Si giunge cosi ad una trasformazione di 4.° grado, la cui
inversa & del 7.9, perch? alle rette dello spazio () corrispondono curve gobbe di 7.0 ordine,
che hanno due punti tripli P, P,, un punto semplice O, e sono appoggiate a D in quat-
tro ed a ciascuna E in due punti. La Jacobiana delle ¢ comprende i piani OP,P,,
P,D, P,D, gli iperboloidi DP,P,E,E;, DP,P,E;E,, DP,P,E,E, e la superficie di
3.0 grado D*E, E,E,OP,P,. Le q) $0n0 superficie di 7.0 ordine, aventi in comune una
retta quadrupla A, una retta tripla B, tre rette doppie B, B, B;, due coniche semplici
C,, C;, ed un’ altra retta doppia R: dove queste linee giacciono fra loro come le omo-
nime in (5.0, f). La Jacobiana di questo sistema comprende due volte il piano AB e le

*) Rendiconti di questo R. Istituto, 24 gennaio 1867 [Queste Opere, n. 71 (t. 2.°)].
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superficie cubiche A*’BB,B,B;C,, A*BB,B,B;(,, ed una volta gli iperboloidi B B, B;,
BB;B,, BB,B, e la superficie di 4.0 ordine A*B*B, B,B,C,C,. Alle rette dello spazio
(y) corrispondono curve gobbe di 4.0 ordine e 2. specie, che incontrano B in tre, ciascuna
delle B, B, B; in due, e ciascuna delle A C, C, in un solo punto.

10.0 Sia ¢, una superficie di 5.0 ordine, dotata di una cubica gobba doppia C¥. Impie-
gando la rappresentazione d’ordine minimo, additata dal signor Cresscn *), I interse-
zione di ¢, con un altra superficie di 5.2 ordine, dotata della medesima curva doppia, avra
per imagine una curva di 6.0 ordine descritta per gli undici punti fondamentali 12345...

a) Assumendo per le K le rette del piano rappresentativo, le © vengono ad avere
in comune, oltre la curva doppia, una curva gobba A di 9.0 ordine (p=="6), che incontra
C® in tredici punti. Alle rette dello spazio (z) corrispondono curve gobbe di 4.° ordine e
2.2 gpecie che segano C® in sette e A in cinque punti. La Jacobiana delle ¢ & costituita
dalla superficie di 10.° grado, luogo delle corde di C® segate da A, e dalla superficie di
3.0 ordine (contata due volte) luogo delle cubiche gobbe che incontrano C¥ in quattro
e A in sette punti. La trasformazione inversa & del 4.0 grado; e le superficie (di 4.0 ordine) ¢
hanno in comune un punto triplo Q ed una curva gobba A’ dell’11.° ordine (p="6), per la
quale Q & un punto sestuplo. Alle rette dello spazio (y) corrispondono curve gobbe di 5.0 or-
dine, che hanno in Q un punto triplo e segano A'in dieci punti. La Jacobiana delle ¢ & co-
stituita dal cono di 5.° ordine che projetta A’ da Q, e dalla superficie di 7.0 ordine, luogo
delle eoniche che passano per Q e incontrano A'in cinque punti, per la guale A'¢ una
curva doppia e Q un punto guintuplo.

b) Le K siano curve di 4.° ordine 1°2°3°456; le superficie ¢ avranno allora in comune,
oltre alla curva doppia C*, una cubica gobba (semplice) A segante C? in quattro punti, e
trerette R,, R,, Ry, corde della curva doppia. Alle rette dello spazio () corrispondono curve
gobbe di 7.0 ordine, ciascuna delle quali incontra C® in dieci, A in otto e ciasecuna retta
R in due punti. La Jacobiana delle ¢ comprende le tre superficie quadriche C¥R, R,
C? Ry R,, C¥ R, R,, la superficie di 4.© grado che & formata dalle corde di C” segate da A, e
la superficie di 6. ordine, luogo delle eubiche gobbe che ineontrano A e C¥ in quattro e
ciascuna R in un punto. La trasformazione inversa & adunque del 7.0 grado; e le superfi-
cie (di 7.0 ordine) ¢ hanno in comune una cubica gobba tripla A, tre rette doppie B, B, B,
(corde di A) ed una curva semplice (razionale) A' di 5.0 ordine, che sega A in sei e cia-
seuna B in due punti**). La Jacobiana delle ¢ & composta delle tre superficie quadriche

*) Mathem. Annalen, t. 1. p. 284,

- **) Nella rappresentazione d’ordine minimo di una superficie ¢, le imagini delle sezioni
piane sono curve di 4.° ordine con nove punti fissi @, a,a,b,b,b; ¢, ¢, ¢;; alla curva tripla,
alle tre rette doppie ed alla curva A’ corrispondono ordinatamente una curva di 6.° ordine
a; a5 a3 b} by bie, 6,05, le retite ¢, ¢y, ¢ ¢, ¢, ¢, ed una conieca b, b,b;.

Cremona, tomo III. 17
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AB,B;, AB;B,, AB,B,; della superficie di 8.0 grado A*B}B;B;A’, luogo delle corde di
A segate da A'; e della superficie di 10.° ordine A*BiB3BjA”, luogo delle coniche che
incontrano A e A' in due e ciascuna retta B in un punto. Alle rette dello spazio (y) corri-
spondono curve gobbe di b.° ordine, che incontrano la curva tripla in sei, ciascuna retta
doppia in due e la curva A' in quattro punti.

Credo che questi esempj possano ormai bastare a dimostrare il mio assunto: cioé che
la rappresentazione piana di una data superficie (omaloide) sia un mezzo singolarmente
pronto ed efficace per giungere ad ottenere in tutt’i suoi particolari qualsiasi trasforma-
zione (razionale), il cui sistema omaloidale contenga la superficie data *).

Le proprietd qui enunciate si dimostrano facilmente, quando si consideri che una curva
razionale d’ordine # (nello spazio a tre dimensioni) ¢ determinata da 4% condizioni; che,
se essa deve passare con » rami per un punto dato, cio assorbe 27 condizioni; ma che, se
deve avere un punto 7-plo in un punto O semplice per tutte le superficie ¢ del sistema oma-
loidale **), il numero delle econdizioni assorbite sara (r4-1). Al punto O corrisponde nello
spazio (z) una superficie omaloide d’ordine 7 (segante tutte le ¢ esclusivamente in curve
fisse, fondamentali, e faciente parte di ciascuna delle ¢ di una rete contenuta nel sistema),
la quale nel primo caso & compresa due volte nella Jacobiana delle ¢, ma nel secondo vi
¢ compresa 71 volte. Ad una eurva A d’ordine 4, la quale sia r-pla per tutte le ¢, corri-
sponde una superficie (da contarsi una volta nella Jacobiana delle ¢), il cui ordine & uguale
al numero delle intersezioni non fisse di A colla curva razionale che corrisponde ad una
retta arbitraria dello spazio (z), e che sega qualunque ¢ secondo alcune curve fisse ed ¢
curve razionali d’ordine 7.

*) Colgo quest’occasione per aggiungere alle citazioni gia fatte al principio della 1.2 Nota
[Queste Opere, n. 91] quella di una nuova Memoria del sig. NOETHER, Ueber die eindeutigen Rawm-
transformationen (Math. Annalen, t. 3, p. 547), della quale ho ricevuto un esemplare separato
il di 7 maggio. In questa Memoria del sig. NoETHER ¢ nella mia Nota, Ueber die Abbildung al-
gebraischer Fldchen (Nachrichten di Gottinga, 3 maggio) [Queste Opere n. 93], che trattano il
medesimo argomento (I’applicazione delle trasformazioni di 3. grado alla rappresentazione
di superficie algebriche) e che sono state pubblicate precisamente negli stessi giorni, il lettore
trovera le piu singolari coincidenze anche in minuti particolari. La qual cosa non dee recare
meraviglia ad alcuno, ed a me & cagione di compiacenza: tanto pilt che sono appunto le belle
ricerche del sig. NOBETHER, inserite ne’ suoi lavori precedenti, che mi hanno invogliato a ripren-
dere questi studj, e che, combinate coi risultati gia da me ottenuti per le figure piane, mi condus-
gero finalmente alla completa determinazione delle trasformazioni generali nello spazio: scopo
di questa e della 1.2 Nota (4 maggio) comunicata al R. Istituto. ‘

*%) Le quali avranno ivi un contatto d’ordine » — 1, cosi che rappresentando una delle due
superficie omaloidi che determinano la curva, I'imagine di questa avrd un punto #-plo in o,
imagine di O.
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Pud accadere, come nei casi 5.0 6.2 e 9.9, che le #, oltre alle curve fondamentali neces-
sarie per individuare il sistema, abbiano ancora in comune una linca R, determinata da
quelle, la quale supporrd d’ordine ¢ e multipla secondo » per le ¢. Allora a tutt’i punti di
R eorrispondono linee coincidenti in una linea unica R’ d’ordine r, che & multipla secondo
¢ per le ¢. La linea R (e analogamente R') non & incontrata dalla curva razionale che cor-
risponde ad una retta arbitraria dello spaziv (z), ed & multipla secondo 47 per la Jacobiana
delle ». Eee., ece.





