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MEMOIRE DE GEOMETRIE PURE SUR LES SURFACES
DU TROISIEME ORDRE. [Y]

Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band 68 (1868), pp. 1-133.

... . Esist daraus zu sehen, dass diese Flichen
fortan fast eben so leicht und einlédsslich zu be-
handeln sind, als bisher die Flidchen zweiten

Grades.
STEINER,

(dieses Journal, B, LIII, p. 133).

Cet écrit, étant destiné au concours publié en 1864 par I’Académie royale des
sciences de Berlin, pour le prix fondé par STEINER, contient la démonstration de fous
les théorémes énoncés par ce grand géometre dans son Mémoire Ueber die Fliichen
dritten Grades (1856). On y trouvera, en outre de cela, tous ou presque tous les résul-
tats obtenus par d’autres mathématiciens qui ont traité ce sujet; et 'auteur se flatte
qu'on y remarquera aussi plusieurs propriétés qui sont dues & ses propres recherches.

Puis, attendu que la théorie des surfaces du troisieme ordre a son principal fonde-
ment dans la théorie générale des surfaces d’ordre quelconque, au sujet de laguelle
on ne connait aucun traité géométrique; et que l'exposition d’un grand nombre de
propriétés n’offre pas plus de facilité pour les surfaces cubiques, que pour les surfaces
d’ordre quelconque; l'auteur a jugé convenable de commencer par quelques chapitres
relatifs & ces derniéres. Dans ces premiers chapitres, il a disposé les théoremes fonda-
mentaux touchant les surfaces polaires, les systémes de surfaces, les surfaces nodales
conjuguées *), etc. tout en se bornant & ce qui est susceptible d’étre appliqué aux
surfaces du troisiéme ordre.

*) L’auteur s’est permis d’employer les mots Hessienne et Steinerienne pour distinguer entre
elles les deux surfaces qu'on devrait, d’aprés STEINER, appeler conjugirte Kernfliichen. De
méme, il a appelé simplement surface polaire d’un plan ou d'une droite, ce que STEINER avait
nommé zweite Polare. Cette derniére diction est, sans doute, préférable en cas qu’on ait & con-
sidérer ( pour les surfaces d’ordre plus élevé) toute la série des enveloppes polaires relatives
aux points d’'un lieu quelconque.
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Les chapitres suivants contiennent, outre I'application des principes généraux aux
surfaces cubiques *), les propriétés si nombreuses qui résultent de la coincidence des
deux surfaces nodales en une surface unique (Hessienne) de quatriéme ordre, qui pos-
sede dix points doubles et dix droites (sommets et arétes d’un pentaédre trés-remar-
quable), et dont les points sont conjugués denx a deux: d’onr il suit par exemple une
transformation de figures formées par les droites et les plans qui passent par un point
double de la Hessienne.

En suite, on trouvera d’autres chapitres touchant les maniéres différentes d’engen-
drer une surface cubique; le systéme des vingt-sept droites, les arrangements de celles-ci;
la géométrie des courbes tracées sur une surface cubique (& 1'aide de la représentation
sur un plan); les systemes de surfaces de second ordre qui coupent la surface cubique
le long de trois coniques; les hyperboloides qui la rencontrent suivant six droites; les
triedres conjugués, etc. On donne enfin la classification des surfaces du troisiéme ordre
(et de la douzieme classe) en cing especes, eu égard a la réalité des vingt-sept droites.
Dans ce dernier chapitre on trouvera aussi le moyen de construire toutes les cing espé-
ces, auquel effet on se sert de la discussion (que nous croyons nouvelle) des cas diffé-
rents offerts par 1'intersection de deux surfaces de second ordre.

Par respect aux souhaits de I’Académie, on aurait di consacrer des recherches
expresses a la courbe gauche du neuviéme ordre, qu'on obtient par D'intersection de
deux surfaces cubiques. Mais, en premier lieu, il a paru a l'auteur que la géométrie
pure ne soit pas encore préparée convenablement & des spéculations d’une si grande
difficulté; et secondement, le temps lui a manqué, non seulement pour se vouer & ces
recherches, mais aussi pour développer davantage certains autres arguments **), et pour
remédier aux graves imperfections dont se ressent ce travail, & cause de sa rédaction
précipitée. En défaut d'une véritable théorie de ces courbes du neuviéme ordre, ’au-
teur présente (chapitre 8°¢) I’énumération des courbes gauches qui résultent de 1’inter-
section d’'une surface cubique avec une surface du second ou du troisiéme ordre, et
I'indication du procédé tres-simple pour étudier ces courbes dans leurs représentations
sur un plan. A la considération de cela et des contributions apportées a d’autres points
de la théorie, I'auteur ose se promettre I'indulgence de I’Académie.

Il nous reste a parler de I'instrument de recherche, avec lequel ce travail a été
conduit. Obéissant aux prescriptions de I’Académie et heureux d’ailleurs de pouvoir
suivre son propre penchant, l'auteur s’est servi exclusivement de la géométrie pure,

*) On doit entendre la surface cubique générale, sans points multiples. A cause de I’exten-
sion et de l'importance des matiéres traitées, le temps nous a fait défaut pour nous occuper
aussi des surfaces cubiques d’une classe inférieure & la douziéme: ce que, du reste, I’ Académie
semble n’avoir pas voulu demander.

#¥) Par ex. la théorie des surfaces qu’on pourrait appeler covarianies (art. 65 et suiv.).
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dite (peut-étre improprement) synthétique; et il se flatte qu’on jugera que le procédé
uniforme et facile, qu’il a suivi dans tout le cours de cet écrit, rentre dans l'esprit
de ces méthodes puissantes et lumineuses qui ont valu & STEINER la découverte d’un si
grand nombre de propriétés trés-importantes, propriétés que ce célébre sphinx géomé-
trique a légudes a ses successeurs, comme autant d’énigmes a déchiffrer.

A ce propos, auteur déclare qu’il aurait cru manquer & la probité scientifique,
8’il se fat borné & démontrer géométriquement les théorémes de STEINER, en supposant
connues et démontrées les propriétés sur lesquelles ces théorémes sont naturellement
fondés. I’auteur a censé de son strict devoir de s’appuyer seulement sur ce qui avait
été démontré par la géométrie pure; et deés lors, il a admis, par exemple, comme étant
connues, la théorie des courbes planes, la génération des courbes polaires qui demeure
la méme pour les surfaces polaires, les formules de M. PLuckER qui expriment les rela-
tions entre les caractéristiques des courbes planes (car ces formules ont été démontrées
géométriquement autre part), les formules que M. Caviey a déduites sans calcul de
celles de M. Procker et qui établissent des relations entre les caractéristiques d'une
courbe gauche, etc. Au contraire, d’autres propriétés (par exemple celles, si impor-
tantes et fécondes, des chapitres 2° et 3°), qu’on connaissait seulement sous la forme
d’identités algébriques, se trouvent ici démontrées par la synthése, afin qu’elles servent
ensuite de base au développement des théorémes qui sont le véritable sujet de ce
travail. De sorte que, quoiqu’'en grande partie ces propriétés ne soient pas énoncées
ici pour la premieére fois, néanmoins elles paraitrent nouvelles par leur traitement
géométrique.

Du reste, c¢’est 4 PAcadémie de juger jusqu'a quel point I'auteur a mis du nouveau
et du sien propre dans ce Mémoire. Ainsi, par respect a ce jugement, s’est-il abstenu
des citations fréquentes; et il se borne & déclarer ici qu'outre le Mémoire de STRINER
(objet du concours) et les ouvrages d’argument général des MM. CHasiES, HESSE, Jon-
QUIERES etc., il a consulté les écrits suivants qui traitent particulierement des surfaces
du troisiéme ordre:

CAYLEY, On the triple tangent planes of surfaces of the third order (Cambridge and Du-

blin Math. Journal, IV. 1849).

SALMON, On the triple tangent planes to o surface of the third order (ibidem).
SYLVESTER, On elimination, transformation and canonical forms (Camb. and Dub. Math.

Journal, VI. 1851).

{Hessk, Ueber die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung (dieses Journal, XLIX.

1854). [2]

GraSSMANN, Die stercometrischen Gleichungen dritten Grades und die dadurch erzeugten

Oberfliichen (dieses Journal, XLIX. 1854).
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Brroscat, Intorno ad alcune proprieta delle superficie del terzo ordine (Annali di scienze
mat. e fis, Roma 1855). ’

SCHLAFLI, An adtempt to determine the twenty-seven lines upon a surface of the third
order efc. (Quarterly Journ. of Math. II. 1858).

CreBscH, Zur Theorie der algebraischen Flichen (dieses Journal, LVIIIL. 1860).

— Ueber eine Transformation der homogenen Functionen dritter Ordnung mit vier Ve-
rdnderlichen (ibidem).

SALMON, On quaternary cubics (Philosoph. Transactions, 1860).

CreBscH, Uecber die Knotenpunkie der Hesseschen Fldche, insbesondere bei Oberflichen
dritter Ordnung (dieses Journal, LIX. 1861).

ScHIAPARELLI, Sulla trasformasgione geometrica delle figure ed in particolare sulla trasfor-
masione iperbolica (Memorie dell’Accad. di Torino, 1862).

Aveust, Disquisitiones de superficicbus tertii ordinis (Dissert. inaug. Berolini 1862).

SCHROTER, Nachweis der 27 Geraden auf der allgemeinen Oberfliche dritier Ordnung
(dieses Journal, LXII. 1863).

CueBscH, Zur Theorie der algebraischen Fldchen (dieses Jour., LXIII. 1863).

SCHﬁAFLf, On the distribution of surfaces of the third order into species etc. (Philosoph.
Transact. 1863).

SALMON, Analytic geometry of three dimensions, 22 ed. (Dublin 1865).

Avertissement. Les notes renfermées dans les crochets carrés [ ] ont été ajoutées en jan-
vier 1867. |[?]

CHAPITRE PREMIER.

Les surfaces polaires par vapport 2 une surface fondamentale

d’ordre quelconque.

1. Considérons une. surface fondamentale quelconque, d’ordre #. Un point, pris arbi-
trairement dans 1’espace, sera le pole de »—1 surfaces polaires, dont la premiére est
de 'ordre »—1, la deuxiéme de l'ordre »—2,... et la derniére est un plan.

Nous omettons la définition de ces polaires, de méme que la démonstration de
plusieurs propriétés qui suivent, car nous n’aurions qu’a reproduire ce qui a été déja
exposé géométriquement pour les courbes planes *).

*) Voir par ex. la Teoria geom. delle curve piane de CrREMONA (Bologna 1862). [Queste Opere
n. 29 (t. 1.9).
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De plus, notre but n’étant autre chose que l'application de ces propriétés générales
aux surfaces du troisidme ordre, nous traiterons presque exclusivement de la premiére
et de la derniére polaire.

2. Sila 7" polaire d'un point o passe par un point o, la (» —7)*"* polaire de o'
‘passe par o. Done, par trois points donnés arbitrairement dans ’espace il passe une
seule premiére polaire, dont le pole est I'intersection des plans polaires des points
donnés. C’est-a-dire que les premiéres polaires de tous les points de I'espace forment
un systeme linéaire *). _

Les premiéres polaires qui passent par un méme point donné ont (»—1)° points
communs et forment un réseau; leurs poles sont dans un plan (le plan polaire du point
donné).

Les premidres polaires qui passent par deux mémes points donnés forment un fai-
sceau, dont la base est une courbe gauche de 'ordre (»—1); leurs poles sont dans
une droite (I'intersection des plans polaires des points donnés).

3. Les plans qui passent par un point donné ont leurs poles dans la premiére
polaire de ce point. Les plans qui passent par une droite ont leurs poles dans la courbe
gauche d’ordre (n—1), commune aux premiéres polaires de deux points quelconques
de la droite **). Un plan a (r—1) poles: ce sont les intersections des premiéres po-
laires de trois points quelconques du plan.

4. Le plan polaire d’un point quelconque par rapport a la surface fondamentale est
le plan polaire de ce point‘ par rapport aux autres surfaces polaires du méme pole.

5. Sile pole se trouve sur la surface fondamentale, toutes les polaires passent par
le pole et sont tangentes, en ce point, & cette surface. Le plan polaire coupe la polaire
du second ordre (quadrigue polaire) suivant deux droites qui sont osculatrices au pole,
a la surface fondamentale et aux autres surfaces polaires; c’est-a-dire qu’au pole, les
coniques indicatrices de la surface fondamentale et des surfaces polaires ont les mémes
asymptotes. Si ces asymptotes coincident ensemble, la quadrique polaire devient néces-
sairement un cone; le pole est, dans ce cas, un point paraboligue pour la surface fonda-
mentale (et pour les autres surfaces polaires).

* On nomme réseaw de surfaces un assemblage de surfaces du méme ordre, tel qu’il n'en
passe qu'une seule par deux poinfs quelconques donnés. Parmi les surfaces d'un réseau, toutes
celles qui passent par un méme point donné forment un faisceau.

Des surfaces du méme ordre forment un systéme linéaire quand il n’en passe qu'une par
trois points quelconques donnés. Toutes les surfaces d’un systéme linéaire qui passent par un
méme point forment un réseau; toutes celles qui passent par deux mémes points forment un
faisceau. [Voir CrEMONA, Preliminari di una teoria geometrica delle superficie, 42. Bologna
1866.] [Queste Opere, n. 70 (t. 2.9 ]. .

*#¥) Nous donnons & cette courbe gauche le nom de courbe polaire de la droite donnée.
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6. Les points de contact de la surface fondamentale avec les droites tangentes issues
d’un point quelconque o, sont les points de la courbe d’ordre #(»—1), intersection
de la surface avec la premiére polaire de o. Donc la classe de la surface fondamentale,
c¢’est-d-dire le nombre des plans tangents qui passent par deux points o, o', est n(n—1):
ce nombre étant celui des points communs & la surface fondamentale et aux premiéres
polaires de o, o'. On voit encore que la clagse d’une section plane de la surface fonda-
mentale, ou, ce qui est la méme chose, l'ordre du cone circonscrit (le sommet étant
un point quelconque o) est n(n—1).

7. Si o est un point de la surface fondamentale, cette surface et la premiére polaire
de o se touchent en ce point; d’odt il suit que o sera un point double pour la courbe
d’ordre n(n—1), intersection de ces deux surfaces (6). Le cone circonscrit, de sommet
0, se décompose, dans ce cas, dans un cone d'ordre n(n—1)—2 et dans le plan polaire
de o; et ce plan, étant tangent & ce cone le long des deux droites osculatrices a la
surface en o, coupera le méme cone suivant n(n—1)—2—4=(n--2)(n—3) auntres
droites. Parmi les droites qui sont tangentes & la surface fondamentale en un point donné,
il y en a donc (n-2)(n—3) qui la touchent de nowvean aillenrs.

8. Si une droite menée par un point quelconque o de l'espace est osculatrice a la
surface fondamentale en un de ses points, le point de contact appartient évidemment
a la premiere et a la denxiéme polaire de o. Donc le nombre des droites osculatrices qui
passent par un point quelconque de Uespace est n(n—1)(n—2).

Le cone circonscrit, de sommet o, qui est de I'ordre n(n—1) et de la classe n(rn—1)2,
a donc n(n—1)(n—2) génératrices stationnaires. D’aprés les formules connues de M.
PLUCKER, ce cone aura en outre:

1 . .
En(n—l)(n~2)(n—~3) génératrices doubles; il y a done ce nombre de tangentes

doubles qu’on peut mener par o & la surface donnée; 4n(n—1)(n— 2) plans tangents
stationnaires; c’est-a-dire que ce nombre est la classe de la développable formée par
les plans stationnaires (qui touchent la surface donnée aux points paraboliques (5));

1 5 .
et —in(;e—1)(7@—2)(%3-—7@2—]—n——12) plans tangents doubles; c’est-d-dire que ce

nombre est o classe de Uenveloppe des plans bitangents (qui touchent la surface donnée

en deux points distincts). .

En supposant la surface fondamentale sans lignes multiples, une quelconque de ses
sections planes sera de 'ordre », de la classe n(n—1), sans points multiples, et par

suite elle aura 3un(n—2) points d’inflexion et é—n(n —2)(n*—9) tangentes doubles; il y

a donc, dans un plan quelconque, ces nombres de droites osculatrices et de droites
bitangentes a la surface donnée.
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9. 8i la surface fondamentale a un point multiple o, dont r soit le degré de multi-
plicité, ce méme point sera multiple suivant » — 1 pour la premiere polaire d’un point
quelconque: et par conséquent la classe de la surface donnée en sera diminuée de
r(r—1) unités.

Le méme point o sera multiple suivant » pour toutes les surfaces polaires de o;
d’ott il suit que la polaire (n—r)* sera un cone d’ordre r, et les polaires d’ordre
moins élevé seront indéterminées.

Si la surface fondamentale posséde une ligne multiple suivant 7, la premiére polaire
d’un point quelconque passe »—1 fois par cette ligne. Dans notre but, nous n’avons
pas besoin de nous arréter & chercher I'influence d’une ligne multiple sur la classe
de la surface donnée. .

Nous nous bornons & observer que, si la surface donnée est le systéme d’un plan
et d’une autre surface, et que le pole soit pris dans ce plan, la premiére polaire sera
composée du méme plan et de la premiere polaire relative 4 la deuxiéme surface.

10. Les polaires du méme ordre par rapport aux surfaces d'un faisceau, le pole
étant un point fixe, forment un autre faisceau qui est projectif au premier. De méme,
si au lieu d’un faisceau, on a un réseau ou un systéme linéaire, les premiéres polaires
d’un point fixe forment un réseau ou un systéme linéaire, respectivement.

Si par la courbe d’intersection de deux surfaces d’ordre =, on peut faire passer
un cone du méme ordre, le sommet de ce cone aura les mémes polaires par rapport
aux deux surfaces.

11. Soit F, la surface fondamentale donnée; 0,0 deux points quelconques; P,, P, les
premiéres polaires de o, o' par rapport a F,; P,,. la premiére polaire de o par rapport
aP,;et P,, la premiére polaire de o par rapport a P,. Nous allons démontrer que
P,, et P,, ne sont qu'une seule et méme surface d’ordre % — 2.

Soit E un plan mené arbitrairement par o; et K, le cone dont o est le sommet,
et la courbe (EF,) est la directrice. D’aprés un théoréme connu *), les surfaces F,,
K., se couperont suivant une autre courbe située sur une surface F,_ d’ordre n—1
La surface donnée appartient au faisceau déterminé par le cone K, et par le lieu com-
posé EF, _,; donc (10) la polaire P, appartiendra au faisceau déterminé par le cone
K, ., polaire de o' par rapport & K,, et par le lien composé EF,_,, ou F,_, soit la
premiere polaire de o par rapport 4 F, ,; car (9) ce lieu composé est la premiére

#) On sait que par la courbe commune & deux surfaces d’ordre 7 il passe un nombre infini
de surfaces du méme ordre. Par conséquent, si deux surfaces d’ordre n passent par une courbe
d’ordre nr (r<n) située dans une surface d’ordre 7, elles se couperont en outre suivant une
autre courbe d’ordre n(n—r), située dans une surface d’ordre n—r.
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polaire de o' par rapport au lieu EF,_;. Or la polaire P,, coincide (10) avec la pre-
miére polaire de o par rapport & EF, ,, donc elle passera par la courbe d’intersection
de la surface F,_, avec le plan E (9).

Puisque la surface F, passe par la courbe (K., EF, ,), la polaire P, coincidera avec
la polaire de o par rapport au lieu EF,_, (10), et pasgsera conséquemment (9) par Ia
courbe (EF, ). Donc Ia surface P,, passe par la courbe polaire de o par rapport
au lien EF, ,, c. &. d. par la courbe (EF, ;).

On conclut d’ici que tout plan E mené par o' coupe les polaires P,, et P,, suivant
une seule et méme courbe d’ordre (v—2). Done ces surfaces coincident en une seule
et méme surface, que nous appellerons deuwxiéme polaire mixte des points 00'.

I1 est trés-facile maintenant de passer & un théoréme plus général, relatif aux po-
laires d’un ordre quelconque.

12. Des théorémes (11), (2) on tire sans peine cet autre énoncé: Si la premiére
polaive d’un point x par rapport a la premiére polaire d'un autre point o passe par un
troisieme point o, la premiére polaire de x par rapport & la (n—2)™ polaire de o' pas-
sera par 0.

Et de méme un théoréme analogue pour les polaires d’ordre quelconque.

13. Si la premiére polaire de o a un point double o, la premiére polaire d’un
point quelconque z par rapport & la premiére polaire de o passera (9) par o, et par
conséquent (12) la premidre polaire de = par rapport & la quadrique polaire de o
passera par o. De plus, puisque la deuxiéme polaire de o passe par o, il en suit que o
est situé dans la quadrique polaire de o’ (2). Donc, o est un point double pour la quadri-
que polaire de o'; ¢’est-a-dire que la quadrique polaire de o' est un cone de somimet o.

Analoguement, si la surface r*"° polaire de o « un point double o, la surface
(n—r—1)"" polaire de o a un point double en o.

14. Si le pole parcourt une droite R, de quelle classe est la développable enve-
loppée- par le plan polaire? Les plans passant par un point arbitraire ¢ ont leurs poles
dans la premiére polaire de ce point; cette surface rencontre R en n—1 points; 1’en-
veloppe cherchée est donc de la-classe n—1%). Nous donnerons & cette surface la
dénomination de développable polaire de la droite R **).

Les plans tangents de la développable qui passent par un point ¢ sont les plans
polaires des »—1 points ou R est coupée par la premiere polaire de i; donc, si cette

*) 8i la surface fondamentale a un point o multiple suivant », ce point est multiple suivant
r—1 pour la premidre polaire d’un pole quelconque (9); d’ou il suit que, si R passe par o,
T’enveloppe des plans polaires sera de la classe n—r.

la classe m(n—1).
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polaire est tangente & R, le point ¢ appartient & la développable. C’est-a-dire que

La développable enveloppée par les plans polaires des points d’ume droite est le liew
des poles des premiéres polaires tangentes & cette droife.

Chacune des droites génératrices de la développable est le lieu des poles dont les
premiéres polaires touchent R au méme point. Parmi ces premiéres polaires il y en
aura une, laquelle sera osculée par R;le pole de cette polaire appartient donc aussi
a la génératrice infiniment voisine. Ce qui revient a dire que la courbe cuspidale de la
développable est le liew d'un point dontla premicre polaire est osculée par R. De méme,
la courbe nodale de la développable sera le liew d’un point dont la premiére polaire a un
double contact avec R. »

On peut trés-facilement déterminer 1'ordre de la développable polaire et de ses
courbes singulidres. Les points d’une droite arbitraire sont les poles d’'un faisceau de
premiéres polaires; dans ce faisceau il y en a 2(n—2) tangentes & R; donc ce nombre
“est Vordre de la développable. Un plan ‘quelconque mené par R coupe les premiéres
polaires de ses points suivant un réseau de courbes d’ordre n—1; dans ce résean il
y a 3(n—3) courbes osculées par R, et 2(n—3)(n—4) courbes touchées par R en deux
points distincts; par conséquent, la courbe cuspidale est de Uordre 3(n—3), et la courbe
nodale -est de Vordre 2(n—3)(n—4).

D’aprés les relations connues entre les caractéristiques d’une développable *), on
trouve que la courbe cuspidale a 4(v—4) points stationnaires, c'est-a-dire qu'il y a autant
de points dont les premiéres polaires ont un contact du troisiéme ordre avec R; etc.

15. Considérons la surface enveloppée par les plans polaires des points d’une surface
donnée S, d’ordre m. Les plans polaires qui passent par une droite arbitraire ont
leurs poles (3) dans une courbe de 'ordre (n—1)°; donc 'enveloppe cherchée est de
la classe #m(n—1)°. Les plans tangents qu’on peut mener par une droite quelconque
a cette surface, que nous désignerons par K, sont les plans polaires des intersections
de la surface donnée S,, avec la courbe d’ordre (»—1)° correspondante a cette droite;
donc cette droite sera tangente & K, si la courbe correspondante touche S,.. Par consé-
quent, si deux droites, se coupant en un point 4, correspondent & deux courbes d’ordre
(n—1) tangentes & S, }{en un méme point{ [*], le point ¢ appartiendra & K. Or, ces
deux courbes, d’aprés leur définition (3), sont situées sur la premiére polaire de ¢; donc
la surface K est le liew d’un point dont la premiére polaive est tangenie a S,..

Si m=1, K est Penveloppe des plans polaires des points d’un plan donné E et en
méme temps le lieu des poles des premiéres polaires tangentes & ce plan. Cefte surface,
de la classe (n—1), est de Pordre 3(n—2)%; en effet, les premidres polaires des points

*) [Voir la Teoria geometrica delle superficie déja citée, 10-12.]
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d’'une droite arbitraire sont coupées par E suivant un faisceau de courbes de l'ordre
n—1, et dans ce faisceau il y a 3(n— 2)° courbes avec point double.
Les premieres polaires des points d’un plan quelconque coupent K suivant un réseau

. a3 ; <
de courbes d’ordre »—1; or, on sait que dans un tel réseau il y ag (n—2)(n—38)(3#*—9In—>)

courbes avec deux points doubles, et 12(n—2)(rn—3) courbes avec un point station-
naire; la surface X posséde donc une courbe nodale et une courbe cuspidale, dont ces
nombres expriment les ordres.

D’aprés ce qui préceéde, si la premiére polaire d’un point ¢ touche le plan E au
point ¢, réciproquement le plan polaire de ¢' est tangent a4 K en i. Soit i’ un point
commun au plan E et a la surface fondamentale; le plan polaire de ¢ sera tangent en
i & cette surface et en i & K; donc la surface K est inscrite dans la développable qui
est circonscrite & la surface fondamentale le long de sa section par le plan E.

16. On a vu (3) que le lieu des poles des plans passant par une droite est une
courbe gauche d’ordre (n—1)°. On peut de méme demander le lieu des poles des plans
tangents d'une surface quelconque de la classe m.

Si la surface donnée est développable, elle aura m(n—1)* plans tangents communs
avec la surface de classe (n—1)°, enveloppe des plans polaires des points d’un plan
quelconque B (15); et dés lors, ce plan E contiendra autant de points du lieu demandé.
Done, le liew des poles des plans tangents d’une développable de la classe m est une courbe
gauche d’ordre m(n— 1),

Si la surface donnée n’est pas développable, elle aura m(n—1) plans tangents
communs avec la développable de classe »—1 formée par les plans polaires des points
d’une droite quelconque R (14); d’ott il résulte qu'une droite quelconque contient m (n— 1)
points du lien demandé. Ainsi le liew des poles des plans tangents d’une surface quelconque
de la classe m est une autre surface d’ordre m(n—1).

CHAPITRE DEUXIEME.
Systémes de surfaces d’ordre quelconque.

17. Silon se donne deux faisceaux projectifs de surfaces d’ordre n, et n, respecti-
vement, le lieuw de la courbe d'intersection de deux surfaces correspondantes est une surface
d’ordre n,—+ny, qui passe par les courbes d’ordre w} et ni, bases des faiscecauzx donnés.

En un point quelconque de la premiére base, la surface d’ordre 5,1, est touchée
par la surface d’ordre »,, qui correspond a la surface d’ordre n, passant par ce point.

18. Soient donnés trois faisceaux projectifs de surfaces d’ordre n,, n,, n; resp. Les
deux premiers faisceaux engendrent (17) une surface d’ordre n,-n,; de méme, le
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premier et le troisiéme faisceau donnent une surface d’ordre %, 1 #;. Ces deux surfaces
passent par la courbe d’ordre #%, base du premier faisceau, et par suite elles se coupe-
ront suivant une autre courbe d’ordre (1, ) (1, -+ ns)—ni, qui passe évidemment
par les n}(n,-ns) points o la base du premier faisceau rencontre la surface engendrée
par les deux autres faisceaux, etc. Donc

Le liew des points o se coupent trois surfaces correspondantes de trois faisceaux pro-
Jectifs d’ordre ny, 1y, ng, est une courbe gauche & ordre nyns—ng - nmy, qui a 13 (ne—ns)
points communs avec la base du premier faisceau, etc.

19. Soient donnés quatre faisceaux projectifs de surfaces d’ordre #,, n,, n;, %4 rESp.
Le troisiéme et le quatriéme faisceau engendrent (17) une surface d’ordre 7;—--n, qui
passe par la base du troisidme faisceau et a par suite #3(n, - n,) points communs avec la
courbe d’ordre n,ns—+nsn, + 0,1, engendrée (18) par les premiers trois faisceaux. Done,
cette courbe et cette surface se couperont en (1 —mny)(me9s— 130, -2, 1) — 05 (1, 1)
autres points, c’est-a-dire que

Il y & nyngng—t-nmgn, - n 000,103 points, dont chacun est commun o quatre
surfaces correspondantes de quatve fuisceaux projectifs d’ordre wy, 1y, w3, Ny,

20. Dans un faisceau de surfaces d’ordre », combien il y en a qui soient douées d’un
point double? Prenons quatre points arbitrairement dans l’espace; leurs premieres
polaires formeront (10) quatre faisceaux projectifs d’ordre »—1. Si une des surfaces
données a un point double, la premiére polaire d’un pole quelconque passe par ce point;
et par conséquent les points doubles sont les points de 'espace par lesquels passent
quatre surfaces correspondantes des quatre faisceaux de polaires. Le nombre des surfaces
du faisceau donné, qui ont un point double, est donc (19) 4(n—1)".

21. On demande le liew des poles d’un plan par rapport aux surfaces d’ordre n d'un
faisceau. Soient a, b, ¢ trois points pris arbitrairement dans le plan donné; si = est le
pole du plan abe, réciproquement (2) les premiéres polaires de a, b, ¢ passent par m.
Or, les premiéres polaires de a, b, ¢ forment trois faisceaux projectifs d’ordre n—1; le
lieu cherché est donc (18) une courbe gauche d’ordre 3(n—1), qui passe par les 4 (n—1)°*
points doubles (20) du faisceau donné.

292. Soient donnés deux réseaux projectifs de surfaces d’ordre #,, n,; un faisceau
quelconque, compris dans le premier réseau, et le faisceau, qui lui correspond dans
l'autre réseau, engendrent une surface ® d’ordre =,-}-n,. Les surfaces ® forment
elles-mémes un réseau. Soient, en effet, a et b deux points arbitraires dans I'espace.
Par a passent deux surfaces correspondantes R, R' des deux réseaux; et de méme,
deux autres surfaces correspondantes Q, Q' passent par b. Les surfaces (R, Q), (R, Q')
déterminent deux faisceaux projectifs, a ’aide desquels on peut engendrer la surface ®;:
la seule qui passe par a et b.
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Soit P, P' une autre couple de surfaces correspondantes des deux réseaux, qui
n’appartiennent pas resp. aux faisceaux (RQ), (R'Q'). Les faisceaux (PR), (P'R’) engen-
dreront une autre surface ®,; et de méme les faisceaux (QP), (Q'P') une troisiéme
surface ®;. Les surfaces ®,, P, passent par la courbe RR' d’ordre »,%,; elles ont donc
une autre courbe commune, de 'ordre (1, - #s)*—n,n,. Un point quelconque de cette
courbe, considéré comme situé sur ®,, est commun & deux surfaces correspondantes
S, S des faisceaux (RQ), (R'Q); et le méme point, considéré comme situé sur @,
appartient aussi & deux surfaces correspondantes T, T' des faisceaux (PR), (P'R'). Les
deux faisceaux (PQ), (T'S), appartenant & un méme réseau, ont une surface commune U,
a laquelle correspondra, dans l'autre réseau, une surface U’ commune aux faisceaux
(P'Q), (T'S); d’ot il suit que tout point de la courbe d’ordre #—n;-nin,, savoir tout
point commun aux surfaces S, ', T, T', est un point commun aux bases des faisceaux
(T8), (I'S"), et par conséquent il est commun aux surfaces U, U. Donc cette courbe
d’ordre #}--ni--n,n,, commune aux surfaces ®,, ®,, est située aussi sur ¥, et peut
étre regardée comme base du réseau des surfaces ®. (Ce réseau est déterminé par les
trois surfaces @,, ®,, ®;, lesquelles n’appartiennent pas au méme faisceau, car ®P; ne
contient pas la courbe RR').

Concluons donc que les surfaces d’ordre n,—n,, sur lesquelles sont situées les courbes
dintersection des surfaces corvespondantes de deux réseaux projectifs d’ordre n,, n,, for-
ment un réseau et passent toules par une méme courbe gauche de Uordre n}-+ni--nn,.

Deux surfaces P, Q du premier réseau donné se rencontrent suivant une courbe
d’ordre #?, A laquelle correspond une courbe P'Q’ d’ordre %% dans l’autre réseau. Ces
deux courbes, en général, ne se coupent pas; mais pour celles qui se coupent, les points
d’intersection appartiennent évidemment & la courbe d’ordre #}-mn3-}m,7,. Autre-
ment: chaque point de cette courbe est commun aux bases de dewx faisceaux correspon-
dants, au lieu que par un point- arbitraire de ’espace ne passe plus qu'une couple de
surfaces correspondantes.

23. Trois réseaux projectifs de surfaces d’ordre my, ny, s vesp. étant donnés, quel est
le liew d’un point par lequel passent frois surfaces correspondantes? Soit G une droite
arbitraire, # un point quelconque de G. Par  passent deux surfaces correspondantes
des premiers deux réseaux; la surface correspondante du troisiéme rencontrera G en #,
points z'. Si I'on fixe arbitrairement un point 2’ sur @, les surfaces du troisieme réseau
qui passent par # forment un faisceau, auquel correspondent, dans les autres réseaux,
deux faisceaux qui, étant projectifs, engendrent (17) une surface d’ordre #,-}-n,.
Cette surface coupera G en »,-}-n, points 2. Il y aura done, d’aprés un lemme connu,
(ny-1-my)-1-n, coincidences de @ avec @', c’est-a-dire que le lieu cherché est ume surface
de Vordre n,-1-n,-+ns. 11 est évident que ceffe surface passe 1.° par un nombre infini-
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de courbes gauches d’ordre nymg—+nsm,—~n,ny, chacune desquelles est engendrée (18) par
trois faisceaux correspondants dams les trois réseaux donnés; 2.° par les ni points com-
muns aux surfaces du premier véseaw, eb de méme pour les autres réseauzx; 3.° par la
courbe d’ordre n}--n3--mmn, engendrée (22) par les deux premiers réseaux; et de méme
pour les autres combinaisons binaires des trois réseaux.

24. On donne quatre réseaux projectifs de surfaces d’ordre n,, #,, %3, %4 TeSp.;
cherchons le lieu d'un point ot se coupent quatre surfaces correspondantes. Les
surfaces correspondantes des premiers trois réseaux se coupent sur une surface (23)
d’ordre 7, - n, |+ ns; et de méme le premier, le deuxiéme et le quatriéme réseau don-
nent une surface d’ordre #,-F#,--n,. Ces deux surfaces ont en commun la courbe
d’ordre #i-nf—+ n,n, engendrée (22) par les premiers deux réseaux, elles se couperont
donc suivant une autre courbe d’ordre (m; ;- ns) (ny 1o+ ny) — (WE- 95 +n.75) ;
do il suit que

Le lieu d’un point par lequel passent quatre surfaces correspondantes de quatre réseaux
projectifs d’ordre ny, ny, n3, 0y est une courbe gauche de Vordre

NaNg + VIZY I +%1”2+”1n4"]"ngn4+ N3Ny

Cette courbe contient évidemment un nombre infini de systémes de numan,—tnman,
- mym, +m memg points, chaque systéme étant engendré (19) par quatre faisceaux
correspondants dans les réseaux donnés.

25. Dans quel liew sont distribués les poinis doubles des surfaces d’un réseau d’ordre
n? Les premidres polaires de quatre points arbitraires de ’espace (20) forment quatre
réseaux projectifs d’ordre »— 1, dans lesquels Ies surfaces correspondantes se coupent,
quatre & quatre, sur wune courbe gauche (24) de Uordre 6 (n—1)*. Cette courbe est donc
le liew demandé. Elle contiendra évidemment les 4(»—1)° points doubles de chaque
faisceau compris dans le réseau donné.

26. De quel ordre est le lieu d'un point #, dont les plans polaires par rapport &
deux surfaces d’ordre p.,v se coupent sur une droite fixe G? Si les plans polaires de
x passent par un point y de &, réciproquement les premiéres polaires de y se couperont
en z. Si y parcourt la droite G, les premiéres polaires de y forment deux faisceaux
projectifs d’ordre p—1,v—1, qui engendreront (17) une surface d’ordre p-v-—2.
Cette surface est donc le lieu demandé.

Tout point commun a cette surface et a la courbe d’ordre p.v, intersection des sur-
faces données, a pour plans polaires les plans tangents, au méme point, aux deux
surfaces; la droite commune a ces plans est -donc tangente en ce point a la courbe. Or,
cette droite est rencontrée par G; il y a donc auntant d’intersections de la surface
d’ordre p.-v—2 avec la courbe d’ordre py, que de tangentes de cette courbe rencon-
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trées par G; c'est-a-dire que les droites tangentes & la courbe d’intersection de deux
surfaces d’ordre ., v forment une développable de Uordre p.v(p.—v—2).

27. Revenons maintenant aux surfaces ®,, ®, (22), que nous avons vues se couper
suivant deux courbes, dont I'une est de 'ordre #} 75—} %, et Uautre est 'intersection
de deux surfaces d’ordre n,, n,. La surface, lieu d'un point dont les plans polaires
par rapport a ®,, @, se coupent sur une droite donnée, est (26) de I'ordre 2 (i, +n,—1)
et rencontre la premiere courbe, non-seulement aux points olt celle-ci est touchée par
des droites croisées par la droite donnée (soit » le nombre de ces points, savoir Pordre
de la développable osculatrice de cette courbe), mais encore aux points (soit s leur
nombre) ow la premiere courbe est rencontrée par Uautre. En effet chacun de ces points
est un point de contact entre @, et P,, et par suite il a méme plan polaire par rapport
4 ces surfaces. Nous aurons donc

2 (1, - m— 1) (1} -+ 95 4 mmg) =v +- 5.

En faisant le méme raisonnement pour la deuxiéme courbe, et en observant que pour
celle-ci ordre de la développable osculatrice (26) est 2,7 (n, -+ n,—2), on aura

2 (1, 1o— 1) my 0o ==y 15 () +1,—2) -+,
d’ott 'on tire
s=m Mg (1 1),
r=2 (14 n3) (m - n,— 1) 42,75 (0, +1,—2) *).

28. Considérons de la méme maniére les deux surfaces d’ordre n,~f-n,+ n; et
m—+n,+n, (24) qui se coupent suivant deux courbes, dont 'une est de I'ordre
ni--ni--mn, et Pautre de Pordre mn,ns -+ nsn, -+ 0y 0, -+ m 0y nony—+nsn,. Soit o+
I'ordre de la développable osculatrice de la derniére courbe, et s' le nombre des inter-

pp
sections des deux courbes; nous aurons, comme ci-devant,

(2%1+2n-2+%3+%4—2)(%2%3+%3%1+...)=7"—-[—S’,
(21,21, +m5 + 14— 2) (0} 05 - mmy)  =r--§,
et par conséquent

§'=(ng - 14) (0} + 13 1290) 4 10 105 (101 - 12),
7' = (nems - ngm, .. ) (11— o105 + g—2) - (B3 -0 150 ).

*) SALMON, Analyt. Geom. of three dimensions, 2 ed., p. 274.
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29. Soient donnés cing réseaux projectifs de surfaces d’ordre »,, n,, ... #; Tesp.; on
demande en combien de points se coupent cing surfaces correspondantes. Les deux
premiers réseaux, combinés successivement avec les autres, donnent (23) trois surfaces
d’ordre 7,4 1, g, %, 1 1y, 0%, +n5 rvesp. qui passent toutes par la courbe
d’ordre ni-4-ni-+nn,, engendrée (22) par les deux premiers réseaux. De ces trois surfa-
ces, les deux premiéres se rencontrent suivant une autre courbe qui (28) a s' points com-
muns avec celle mentionnée tout-a-I’heure; donc cette autre courbe, qui est de ordre
oMz —-1ngh, - ... rencontrera la troisidéme surface en (,m5 252, ..) (m~4-ny-n5)— s’
autres points. Donc:

Il y & Ny NNz~ 1 Nyt .o gt ms poinds, chacun desquels est situé a la fois sur
cing surfoces correspondantes de cing réseaux projectifs d’ordre ni, n,, ... #s.

30. Quel est le liew des poles d'un plan donné par rapport aux surfaces d’ordre n
d’un réseau? Soient a, b, ¢ trois points arbitraires du plan donné (21); les premidres
polaires de ces points forment trois réseaux projectifs d’ordre n—1; le lieu demandé
est donc (23) ume surface de Vordre 3(n—1), qui contient un nombre infini de courbes
gauches d’ordre 3(n—1)*, chacune de celles-ci étant le lieu des poles du plan donné
par rapport aux surfaces d'un faisceau (21) contenu dans le réseau proposé.

La courbe d’intersection de la surface d’ordre 3(n—1) avec le plan donné est
évidemment le lieu des points ot ce plan est tangent aux surfaces du réseau.

31. Quel est le lieu d’un point qui ait méme plan polaire par rapport & une surface
fixe d'ordre » et & une des surfaces d'un réseau d’ordre m? Soit z un point pris
arbitrairement sur une droite quelconque G; X le plan polaire de x par rapport a la
surface fixe. Le lieu des poles de X par rapport aux surfaces du réseau est (30) une
surface qui rencontrera G en 3(m-—1) points . Inversement, si #’ est un point quel-
conque de G, les plans polaires de « par rapport aux surfaces du réseau forment un
autre réseau, c’est-a-dire qu’ils passent par un méme point; et par suite il y en aura
n-—1 tangents a la développable (14) polaire de G par rapport a la surface fixe.
Ces n—1 plans sont les polaires (par rapport & la surface fixe) d’autant de point x
de G. Le lieu demandé sera donc une surface de l'ordre

8(m—1)+n—1=38m-4n—4.

Tout point commun & cette surface et & la surface fixe est situé dans son plan polaire;
donc le liew des points de contact entre une surface d’ordre n et les surfaces d’un réseau
d’ordre m est une courbe gauche d’ordre n(3m-Fn—4).

32. On se donne un faisceau de surfaces d’ordre » et un réseau de surfaces d’ordre
m; et on demande le lieu des points de contact entre les surfaces du faisceau et celles
du réseau. Ce lieu passe par la courbe d’ordre #°, base du faisceau, car les surfaces du
réseau qui passent par un point de la base forment un autre faisceau, dans lequel

Oremona, tomo IXI. 2
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il y a une surface qui touche une des surfaces d’ordre »*). De plus, chacune de ces
derniéres surfaces contient une courbe d’ordre n(3m - n—4), lieu des points de con-
tact entre cette surface et celles du réseau (31). D’ot il suit qu'une surface quelconque
du faisceau donné rencontre le lien demandé suivant une courbe (composée) d’ordre
nw*-n(3m+n—4); ce lieu est donc de Vordre 3m-2n—4.

Si n==m, et que le faisceau et le réseau aient une surface commune (ce qui arrive
lorsque 'un et 'autre font partie d’'un méme systéme linéaire), cette surface appartient
tout entiére au lieu. D’ailleurs, toute surface passant par la courbe commune & deux
surfaces d'un systéme linéaire appartient a ce méme systeme; et si deux surfaces d'un
faisceau ont un point de contact, ce point est double pour une autre surface du
faisceau; donc

Le liew des points de contact des surfaces d’un systéme linéaire d’ordre n, ou bien le
liew de lewrs points doubles, est une surface de Uordre 4(n—1).

33. Cherchons le lien d'un point dont le plan polaire par rapport & une surface
fixe d’ordre » coincide avec le plan polaire par rapport a une des surfaces d'un faisceau
d’ordre m. Soit E un plan arbitraire; z un point quelconque de ce plan; X le plan
polaire de 2 par rapport & la surface fixe; le lieu des poles de X par rapport aux
surfaces du faisceau est une courbe (21) qui rencontre E en 3(m— 1) points #'. Réci-
proquement, si &’ est pris arbitrairement dans E, les plans polaires de ' par rapport
aux surfaces du faisceau forment un autre faisceau, dans lequel il y a (»—1)* plans
tangents & la surface enveloppe (15) des plans polaires des points de E par rapport
a la surface fixe; et ces (n—1)* plans sont les polaires d’autant de points z de E.
Si le point « décrit une droite quelconque en E, le plan X enveloppe (14) une dévelop-
pable de la classe #—1, au lieu que les plans polaires des points de la méme droite,
par rapport aux surfaces du faisceau, enveloppent une surface de la classe 2(m-—1): en
effet, cette droite est tangente a 2(m—1) surfaces du faisceau. Il y a donc 2(m—1)(n—1)
plans, chacun desquels a sur la droite considérée un pole par rapport & la surface
fixe et un pole par rapport & une des surfaces du faisceau; c¢’est-a-dire que, si 2 décrit
une droite, le lieu de z' est une courbe de I'ordre 2(m—-1)(n—1). Par conséquent,
d’aprés un théoréme connu **) [°], le plan E contient 3(m—1)*+(r—1)*+2(m—1)(n—1)

*). Lorsque les bases de deux faisceaux de surfaces ont un point commun o, il y a toujours
une surface du premier faisceau et une surface du second, qui se touchent en 0. En effet, les
plans tangents en o aux surfaces du premier faisceau passent par une méme droite, qui est
la tangente en o & la courbe-base de ce faisceau; de méme pour I'autre faisceau. Par conséquent,
le plan qui contient les droites tangentes en o aux deux courbes-bases fouchera, en ce poing,
une surface de chacun des deux faisceaux.

**) Supposons que, dans un plan donné, & un point quelconque x correspondent deux courbes
d’ordres p et v resp., qui se coupent en pv points x'; de maniére qu’au point ¢ correspondront
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points x, chacun desquels coincide avec un des points correspondants «'; autrement,
Ie lieu cherché est une courbe gauche dont I'ordre est exprimé par ce nombre. Cette
courbe passe par les 4(m—1)° points doubles (20) du faisceau donné, car le plan polaire
d’un point double, par rapport & la surface a laquelle celui-ci appartient, est indéter-

miné (9).

Des intersections du lieu trouvé avec la stirface fixe, on déduit que dans un faisceau
dordre m il y a n(S(m——l)2+ (n—1)2+2(m-—1)(n——1)> surfaces qui ont un point de
contact avec une surface donnée d’ordre n.

34. Deux systémes (linéaires) projectifs de surfaces d’ordres n, et ny resp. donnent
liew & un nombre infini de surfaces d'ordre n,—n,, chacune desquelles est engendrée
(17) par deux faisceaux correspondants. Soient P, Q, R, S, ... des surfaces du premier
systeme, et P', Q, R, S, ... les surfaces correspondantes de I’autre systéme. Les trois
couples de faisceaux correspondants (PQ), (P'Q); (PR), (P'R); (PS), (P'S') engendrent
trois surfaces d’ordre m,--n, qui passent toutes par la courbe PP’ d’ordre , n,, et
par suite *) ont (n,-}-n,) (0} 4-#3) autres points communs. Chacun de ces points est

wv points . Réciproquement, supposons qu’aux courbes (p.) passant par un point x’' correspon-
dent les points & d'une courbe d’ordre y', et qu’'aux courbes (v) passant par le méme point
® correspondent les points a d’une courbe d’ordre v'; d’ou il s’ensuit qu’ad un point &' corre-
spondent p'v points . Considérons les points x d’'une droite; les courbes (p) correspondantes
4 ces points forment une série d’indice p’ (suivant la dénomination de M. JONQUIBRES), et les
courbes (v) correspondantes aux mémes points forment, de méme, une série d'indice v'; et le lieu
des intersections a2’ des courbes correspondantes est (par un théoréme dii au méme géométre)
une courbe d’ordre pv' +-p'v. Analoguement, si &' déerit une droite, le lieu de x est une courbe
d’ordre pv' - p'v.

"Si le point & est situé dans sa courbe correspondante (p), quel est le lieu de x? A
un point quelconque a d’une droite arbitraire G' correspond une courbe (p) qui coupe G
en p points «’; au lieu qu’'a un point ' de la méme droite correspond une courbe (p) qui
coupe G en ' points x. Le lieu demandé est done de l’ordre p--p'. De méme, sia doit &tre
situé dans sa courbe correspondante (v), le lieu de x est une courbe de l'ordre v--v. Les
(w4 )(v4) intersections de ces courbes sont évidemment les points o dont chacun coincide
avec un des points correspondants o’. Or on a identiquement pv - 'v' 4-(pv' 4 p'v) = (') + ),
donc: si, dans un plan, on a deux systémes de points correspondants, tels qu’a chaque point du
premier systéme correspondent « points de 1’autre; qu’a chaque point du second systéme cor-
respondent B points du premier; et qu'une droite quelconque contienne y couples de points
correspondants, il y aura a-}-f-}-y points doubles (SALMON, Anal. Geom. of three dim. p. 511).

*) Deux surfaces d’ordre 7, -+ n, passant par une courbe d’ordre n,7,, se coupent suivant
une autre courbe d’ordre n?--n+-n,n, qui rencontre la premiére (27) en n,n, (7, -}-n,) points.
D’ou il suit qu'une autre surface d’ordre n,-}-m, passant par la méme courbe d’ordre n;n,
rencontrera la deuxiéme courbe en (1, + 1) (120N, 19) — 1 7y (0 - 7)== (1, -} 1) (WFF-72)

points non situés sur la premiére.
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situé sur des surfaces Q;, Ry, S,, appartenant resp. aux faisceaux (P Q), (PR), (PS), et
aussi sur les surfaces correspondantes Q',, R, 8',, qui appartiendront aux faisceaux
®'Q), (P'R), (P'S') resp. Donc, le point considéré est commun aux bases des faisceaux
(QiR), (Q\R)); dont le premier a une surface commune avec le faisceau (QR), et le
second a une surface commune avec le faisceau (Q'R'). Ces deux surfaces étant corres-
pondantes, il en suit que le point, dont il s’agit, est situé sur la surface d’ordre n, | n,
engendrée. par les faisceaux (QR), (Q'R'). Toutes ces surfaces d’ordre n,—mn, ont donc
en commun les (n, - ny)(n}-+n3) points ci-dessus mentionnés. Par chacun de ces points
passe un nombre infini de faisceaux correspondants; en d’autres termes, chacun de ces
points est commun & toutes les surfaces de deux réseaux correspondants.

35. Soient donnés trois systemes (linéaires) projectifs de surfaces d’ordres #., n,, %3,
resp. Un réseau quelconque du premier systéme, combiné avec les réseaux correspon-
dants dans les autres systémes, donne (23) une surface W d’ordre »,+-n,-n;. Toutes
ces surfaces ¥ forment un nouveau systéme linéaire. Soient, en effet, a, b, ¢ trois points
arbitraires dans I'espace. Les surfaces (s,) passant par a forment un réseau; dans le
réseau correspondant du deuxiéme systéme il y a un faisceau de surfaces qui passent
par a; et dans le faisceau correspondant du troisidme systéme il y a une surface qui
passe par a. C’est-a-dire qu'il y a trois surfaces correspondantes P, P, P’ qui passent
par a. De méme, il y aura trois surfaces correspondantes Q, Q,Q" passant par b, et
trois surfaces correspondantes R, R, R’ passant par ¢. Ces surfaces déterminent trois
réseaux projectifs (P QR), (P'Q'R)), (P"Q"R’), qui engendreront une surface ¥, la seule
qui passe par a, b, c.

Soit 8,8',S" une autre terne de surfaces correspondantes, qui n’appartiennent pas
aux trois réseaux mentionnés. Les ternes de réseaux correspondants (QRS), (Q'R'S'),
Q'R'S"); RPS), R P'S), (R'P"S"); (PQS), (P'Q' ), (P"Q"S") engendreront trois autres
surfaces W', ¥,, W;. Les surfaces W), ¥, contiennent la courbe d’ordre ngs-t-nsm,+nm,
engendrée (18) par les trois faisceaux correspondants (RS), (R'S'), (R'S"); elles se cou-
peront donc suivant une autre courbe de Uordre (1, 1, - 15)* — (#3905 - ma 7, -1, 15).
Un point quelconque z de cette courbe, considéré comme appartenant & W', est com-
mun & trois surfaces correspondantes A, A, A" des trois réseaux qui engendrent W';
et analoguement, le méme point , considéré comme situé sur W,, sera commun 2 trois
surfaces correspondantes B, B, B" des trois réseaux générateurs de W,. Or, le résean
(PQR) et le faisceau (A B), faisant partie d’un méme systéme linéaire, ont une surface
commune C, a laquelle correspondront, dans le deuxiéme systéme une surface C' com-
mune au réseau (P'Q'S') et au faisceau (A'B'), et dans le troisiéme systéme une surface
C" commune au réseau (P'Q"S') et au faisceau (A"B"). Par conséquent, le point z, étant
situé sur les surfaces A,A’,A",B,B,B", c'est-a-dire sur les bases des faisceaux (A B),
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(A'B), (A"B"), sera un point commun aux surfaces C,C, C’, et par suite commun &
trois surfaces correspondantes des réseaux (PQS), (P'Q'S), (P"Q"S"); ce qui revient
a dire que z est un point de ;. On démontre de la méme maniére que x est situé
sur W,; donc foutes les surfaces W forment un systéme linéaire et passent par la courbe
d’ordre 0% - nj—nk 4+ nyns -0 1, 0,.

Cetle courbe est, d’aprés ce qui précede, le liew d'un point ow se croise une infinité
de ternes de surfaces correspondantes; en d’autres termes, le liew d’un point commun
aux courbes-bases de trois faisceaux correspondants; ou bien encore, le liew d’un point
commun @ trois courbes d’ordres ni,nl, ni, correspondantes dans les systemes donnés.

Cette méme courbe contient évidemment les (n,—n,) (n} +nj) points engendrés (34)
par les deux premiers systémes; et de méme pour les autres combinaisons binaires
des systémes donnés.

36. On se donne quatre systémes (linéaires) projectifs de surfaces d’ordres #,, #,,
ns, ny resp. et on demande l'ordre du lieu d’un point commun & quatre surfaces corre-
spondantes. Soit G une droite arbitraire et « un point quelconque de G. On peut faire
passer par x une (seule) terne de surfaces correspondantes des trois premiers systémes
(35); la surface cofrespondante du quatriéme systéme coupera G en n, points z. Réci
proquement, si on prend arbitrairement un point «’ sur G, les surfaces (n,) passant par
2 forment un réseau, et les réseaux correspondants dans les trois premiers systémes
engendrent (23) une surface qui rencontrera G en #, --n,-}-#; points . Donc

Le liew d’un’ point on se coupent quatre surfaces correspondantes de quatve systémes
linéaires projectifs d'ordres ny, n, ns, n, est une surface de Uordre n, - ne—ns-+n,.

Cette surface contient évidemment une infinité de courbes gauches d’ordre nym;—-
+ nghy - 0, 0y 01, my -+ nsny, chacune desquelles est engendrée (24) par quatre
réseaux correspondants. La méme surface passe par la courbe d’ordre - ni--ni--
-+ ny 15 - ng 1, +nym, engendrée (35) par les trois premiers systémes; et de méme pour
es autres combinaisons ternaires des quatre systéemes donnés.

37. Quel est le liew d’un point x dont les plans polaires, par rapport & quatre surfaces
données d’ordres ny, n,, Ny, 1y resp., passent par un méme point x'2 Les premidres po-
laires de # doivent passer par «; et d’ailleurs les premieres polaires des points de
P’espace, par rapport aux quatre surfaces données, forment quatre systémes linéaires
projectifs. d’ordres #,—1,%,— 1,%3— 1,%,—1; donc (36) le lieu du point 2 ou se cou-
pent quatre surtaces correspondantes, c'est-d-dire le lieu demandé, est une surface de
Pordre ny -+ny+ns +-n,—4. On donne & cette surface le nom de Jacobienne des quatre
surfaces donnédes. 11 est évident que la Jacobienne passe par les points multiples des
surfaces données, car chacun de ces points a un plan polaire indéterminé.

Soit n,=—mn,; dans ce cas on a deux surfaces d’ordres =,, #,, et un faisceau de
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surfaces d’ordre n;; et la Jacobienne devient une surface de lordre n, + 1.+ 2 (n;—2),
lieu d’'un point dont les plans polaires, par rapport aux surfaces d’ordres #., n,, et
4 toutes celles du faisceau, ont un point commun: ou, ce qui est la méme chose, lieu
d'un point dont les plans polaires, par rapport aux surfaces d’ordres my, n, et & une
des surfaces du faisceau, passent par une méme droite. Cette Jacobienne passe par les
4 (n;—1)* points doubles des surfaces du faisceau (20). Si une des surfaces du faisceau
touche la courbe d’intersection des deux surfaces fixes, le point de contact appartient a
la Jacobienne, car trois plans polaires de ce point passent par une méme droite (la tan-
gente & la courbe); il y & donc, dans un faisceau d’ordre ns, le nombre nyny(n,4-n,--2n;—4)
de surfaces qui sont tamgentes & la courbe d'intersection de deux surfaces donneés
d’ordres n,, n,.

Si ny==ms=mn,, nous aurons une surface fixe d’ordre #, et un réseau de surfaces
d’ordre n,; et la Jacobienne, surface d’ordre n, - 3 n,—4, deviendra le lieu d’un point
dont le plan polaire par rapport & la surface fixe coincide avec le plan polaire par
rapport & une des surfaces du réseau (31). Cette Jacobienne contiendra la courbe
gauche d’ordre 6 (n,—1)?, lieu des points doubles des surfaces du réseau (25).

Si ny=ny=mn;=n,=mn, la Jacobienne, surface d’ordre 4(n—1), devient le liew d’un
point x dont les plans polaires par rapport o toutes les surfaces d'um systéme linéaire
d’ordre n passent par un méme point . Il résulte de ce qui précéde que cefte surface
est aussi le liew des points doubles des surfaces du systéme, et contient par suite un
nombre infini de courbes gauches d’ordre 6(n—1)*, chacune de celles-ci étant le lieu
des points doubles d’un réseau appartenant au systéme. On peut dire encore (32) que
la Jacobienne d'un systeme linéaire est le liew des points de confact entre les surfaces
du systéme.

Si n=2, le systéme est formé par des surfaces quadriques. Dans ce cas, les plans
polaires de x passant par «/, réciproquement les plans polaires de « passeront par
x; c'est-a-dire que z' est lui-méme un point de la Jacobienne. La Jacobienne (surface
du quatrieme ordre) d'un systéme linéaire de quadriques est done, non-seulement le liew
des sommets des cones du systéme, mais encore le liew des couples des poles conjugués
par rapport & toutes les surfaces du systéme.

38. Cherchons maintenant le liew d’un point dont les plans polaires, par rapport
@ trois surfaces données d'ordres n,, ny, ng, passent par une méme droite. Les premieéres
polaires des points de I'espace, par rapport aux trois surfaces données, forment trois
systémes (linéaires) projectifs d’ordres #,—1,n,— 1,n3-—— 1 resp. Un point du lieu doit
étre commun aux premiéres polaires de tous les points d’une droite, c’est-a-dire
que par ce point passe un nombre infini de ternes de surfaces correspondantes des
trois systemes projectifs; le lieu cherché est donc (35) une courbe gauche de Uordre
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(1 (e — 1P (1 — 1) (1) (r—1) 4 (24—1) 1 —1)+ (1 —1) (n—1) —
=n? F-n3 -0l - nymg - ngny -+ g —4 (0 np +n5) 4- 6, qui passe évidemment par
les points multiples des surfaces données *).

Si mg==n,, la courbe obtenue devient le lien d’un point dont le plan polaire par
rapport & une surface fixe d’ordre », coincide avec le plan polaire relatif a une des
surfaces d’un faisceau d’ordre ,; on retombe ainsi sur un résultat déja obtenu autre-
ment (33).

Si n=mn,=mn,=mn, on retrouve la courbe gauche d’ordre 6 (n—1), lieuw des points
doubles des surfacesl d'un véseau dordre n (25); cette courbe est donc aussi le liew d’'un
point dont les plans polaires, par rapport & toutes les surfaces du véseau, passent par
une méme droite.

39. On ‘se donne deux surfaces d’ordres m, n,; les premieres polaires de tous -
les points de 'espace, par rapport & ces surfaces, formeront deux systémes linéaires
projectifs d’ordres »,—1,7,—1. Si un point 2 a méme plan polaire par rapport aux
surfaces données, les premiéres polaires de tous les points de ce plan passeront par
x, cest-a-dire que x est commun 3 toutes les surfaces de deux réseaux correspondants.
Concluons donc (84) que le nombre des points dont chacun a méme plan polaire par
rapport aux deux surfaces données est ((nl— 1 ~|~(n2———1)> ((nl—— 1)2—[—(7»2—1)2) Vo,

Si #,==n,, on a le nombre des points doubles d’un faisceau; chacun de ces points
a, en effet, méme plan polaire par rapport & toutes les surfaces du faisceau.

40, Quel est le liew d’un point par lequel passent cing surfaces correspondantes de
cing systemes (linéaires) projectifs, d’ordres n,, ns, ... ns resp.? Les trois premiers sy-
stémes combinés successivement avec le quatriéme et le cinquiéme, donnent (36) deux
surfaces d’ordres #,-+mn,—-ns -+ 0y, 2,1, 051 n; resp., qui passent ensemble par
la courbe gauche d’ordre 7§ —--ng—-n3—~n,m5-1-n3m, 0, n, engendrée (35) par les trois
premiers systémes; elles se couperont donc suivant une autre courbe gauche de Uordre
WMy Mg ... ums, qui est le liew demandé. Naturellement cette courbe contient
une infinité de groupes de #,mym5 4 ... --mgmem; points, chacun desquels est engendré
(29) par cing réseaux correspondants, appartenant aux systémes donnés.

41. On se donne six systémes (linéaires) projectifs de surfaces d’ordres #,, %, ... %
resp.; cherchons le nombre des points oil se rencontrent six surfaces correspondantes.
Les trois premiers systeémes, combinés successivement avec le quatriéme, le cinquiéme
et le sixieme, donnent (36) trois surfaces d’ordres #,-F#,- s+ 0y, 0,0y 15—+ 55,
%, ny--ns+ns resp. qui ont en commun la courbe d’ordre ni+nit-n2-+nyns—+-nsm—+nn,,

*) [On peut appeler cette courbe Jacobienne des trois surfaces données.]
*¥) [Nous pouvons dire que ces points forment la Jacobienne des deux surfaces données.]



24 MEMOIRE DE GEOMETRIE PURE SUR LES SURFACES DU TROISIEME ORDRE.

due (35) aux trois premiers systemes. Outre cette courbe, les deux surfaces d’ordres
i~y 2 -+...-Fn5 passent ensemble par une autre courbe de 'ordre n,m,+-... 1,5,
qui rencontre la premiére en nin,+...~ngng—+ (ng+ns) (0340503 + 1,05+ ngn, -+, 15)
—+ 2mmom; ¥) points. En calculant I'excés du nombre total des intersections de la
courbe d’ordre »,72,4 ... +n4n avec la surface d’ordre #;, - ...+ #ng, sur le nombre
précédent, on trouve le nombre cherché. Donc il y a n,m,n;+ ... -+ nyns%, points dont
chacun est commun o siz surfaces corrvespondantes de six systemes (linéaires) projectifs

d'ordres ny, N, ... Ng.

CHAPITRE TROISIEME.
Assemblages symétriques. [¢]

42. Si deux faisceaux projectifs de surfaces du méme ordre » ont une surface com-
mune Py, mais qui ne correspond pas & soi-méme, on voit sans peine que la surface ¢
d’ordre 2n, engendrée par les deux faisceaux, sera touchée le long de la courbe-base
du premier faisceau par la surface P, de ce méme faisceau, qui correspond & la surface
P, de T'autre **¥), et sera touchée le long de la courbe-base du second faisceau par
la surface Py, de celui-ci, correspondante 4 la surface P;; du premier. Aux points com-
muns aux surfaces Py, P, Py, c’est-d-dire aux points communs aux bases des deux
faisceaux, la surface ® sera touchée par Py, et par Py; or ces deux surfaces, étant quel-
conques, n’ont en général aucun point de contact; done les points communs & Py, Py, Py,
sont doubles pour la surface ®. C’est-d-dire que la surface engendrée par deux faisceaux
projectifs d’ovdre n formant wn assemblage symétrique a n® points doubles.

43. Les surfaces correspondantes de trois réseaux projectifs du méme ordre » soient
représentées resp. par ’ ‘
Pll; Pl2; PlSs PM) L
Pa, Pay Pasy Pa, ...

1)31 ’ P32, P33 ’ P34 ’ LI

et supposons que P,, et P,,. soient toujours une seule et méme surface. Dans cette
hypothése, les trois réseaux forment un assemblage symétrique. Soit ¥ la surface d’or-
dre 3n, lieu d'un point olt se coupent trois surfaces correspondantes; on peut obtenir
cette surface de la maniére suivante.

* On caleule ce nombre par la méthode employée ailleurs (27 et 28).
**) En effet, la surface du deuxiéme faisceau qui passe par un point quelconque de la
base du premier est Pz (17).
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Les deux faisceaux correspondants (P, Py), (Ps, Pss) engendrent une surface @,
d’ordre 2n, qui (42) est touchée par Py le long de la courbe-base du second faisceau.
De méme, les faisceaux correspondants (P, Pis), (Pa, Ps;) engendrent une surface ®,,
d’ordre 2#, touchée par Py le long de la courbe P, Py Et les deux faisceaux corres-
pondants (Py, Ps), (Ps, Pss), ou (ce qui revient au méme *)) les faisceaux correspondants
(Pyz, Pig), (P, Pss), [7] engendreront une surface @, ou @, d’ordre 2x, rencontrée par
P, suivant les courbes P3Py, PiyPss, et, & cause de cela, touchée par la méme surface
P;; aux points communs aux surfaces P, Py, Pss.

Les surfaces analogues a ®,,, ®,,, engendrées & l'aide de faisceaux correspondants
du deuxidme et du troisidme réseau, forment un nouveau réseau (22), et chacune d’elles
peut étre regardée comme étant déterminée par le faisceau du troisieme réseau qu’on
emploie pour I’engendrer. De méme pour les surfaces analogues & ®,,, @y, engendrées
a l'aide de faisceaux correspondants du premier et du troisiéme réseau.

La surface ®,, (du réseau ®,, @, ...) et la surface @, (du réseau Py, Py, ...)
correspondent au méme faisceau (P, Py;) du troisi®éme réseau donné, et resp. aux fais-
ceaux (Py, Pys), (P, Puy) du second et du premier réseau; ces surfaces contiennent donc,
outre la courbe Py, Py, 1a courbe lieu des points ot se coupent trois surfaces correspon-
dantes de ces trois faisceaux, qui sont projectifs. Et cette seconde courbe appartient
aussi & W, car ces trois faisceaux sont correspondants dans les trois réseaux donnés.

Analoguement, la surface @, (du réseau ®,,, ®,,...) et la surface Py, (du réseau
Py, Py, ...) correspondent au méme faisceau (P, Py) du troisitme réseau donné et
resp. aux faisceaux (Py, Py), (Pu, Pis) du second et du premier réseau; par conséquent,
ces surfaces contiendront, outre la courbe Pj Py, la courbe engendrée par ces trois
faisceaux, qui sont projectifs: courbe, qui est aussi située sur W, parce que ces fais-
ceaux sont correspondants dans les réseaux donnés.

De méme, une surface quelconque ®,, du faisceau (®,,, ;) et la surface correspon-
dante ®,, du faisceau (P, ;) (les deux surfaces étant relatives & un méme faisceau
du troisiéme réseau donné) auront en commun, non-seulement une courbe d’ordre »° si-
tuée sur P et sur une surface du faisceau (Py, Py,), mais aussi une courbe d’ordre 3%° si-

*) Une surface d’ordre 2%, engendrée par deux faisceaux projectifs (U, V), (U, V') d’ordre
n, peut aussi étre engendrée par deux autres faisceaux projectifs (U, U"), (V, V'), ou & une
surface U" du premier faisceau correspond une surface V' de 1’autre, de la maniére suivante:
U" rencontre la surface (2n) suivant la base UU’ et une autre courbe K d’ordre »n?, par laquelle
et par la base VV' on peut faire passer une surface V' d’ordre n. En effet, K a 73 points com-
muns avec la base VV' (les points communs aux surfaces U", V, V'); done une surface d’ordre
n, passant par la base VV' et par un point de K non situé sur cette base, aura n*-+1 points
communs avec K, et par conséquent contiendra cette courbe, tout entiére.
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tuée sur . Les surfaces ¥ et Py, forment donc ensemble le lieu complet engendré par
les faisceaux projectifs (®,;, D), (Py,, Py). D’oit il suit que, Py, et Dy, étant une seule
et méme surface, la surface U est touchée par Py, et Py, le long de deux courbes d’ordre
3n? situées sur Pj, (42); et que les points doubles de W sont les points communs qux trois
surfaces ®,, @, Pp. Or nous avons vu que ces surfaces sont touchées a la fois
par Pg, aux points communs aux surfaces P, P, Pss; et chacun de ces points de
contact absorbe quatre points d’intersection des trois surfaces ® *); la surface W a donc
(2nf—4n’==4n® points doubles. Et par ces points passe toute surface ®, engendrée par
deux faisceaux correspondants dans deux des réseaux donnés.

44. On peut, d’'une maniére analogue, construire la surface W' lieu d'un point ou se
coupent trois surfaces correspondantes des trois réseaux projectifs (P, Q, R), (P, Q, R,
(P, Q", R"), d’ordres n,, ny, ng, lesquels ne forment pas un assemblage symétrique (23).

Les deux faisceaux (Q, R), (Q", R") engendrent une surface @, d’ordre #,--n;, qui
est coupée par R’ suivant deux courbes, R'Q" et R'R.

Les deux faisceaux (Q, R), (Q", R') engendrent une surface ®', d’ordre n,—-,, qui
est coupée par R’ suivant deux courbes, R'Q" et R'R.

Les deux faisceaux (P, R') (P", R") engendrent une surface ®, d’ordre #n,--u,, qui
est coupée par R' suivant deux courbes, R'P' et R'R.

Et les deux faisceaux (P, R), (P", R") engendrent une surface ', d’ordre 2, --1n;,
qui est coupée par R’ suivant deux courbes, R'P" et R'R.

Les surfaces ®,, ®, déterminent un faiscean d’ordre n,-n; projectif au faisceau
(Q", P"). Si 8" est une surface quelconque de ce dernier faisceau, les faisceaux corre-
spondants (S, R), (3", R") engendreront la surface ® (du faisceau (®,, ®,)) qui corre-
spond & S

De méme, les surfaces @', @', déterminent un faisceau d’ordre n,-+n; qui est, lui
aussi, projectif au faisceau (Q', P"). La surface @' correspondante & S est engendrée
par les faisceaux correspondants (8, R), (3", R).

Les surfaces @, @', outre la courbe R'S", contiennent évidemment la courbe lieu
d’un point ou se croisent trois surfaces correspondantes des faisceaux projectifs (S, R),
(8, R'), (8", R"): courbe qui est située sur W, car ces trois faisceaux sont correspondants
dans les réseaux donnés. Les faisceaux projectifs (®,, ®,), (®', P';) engendrent donc
un lieu qui est composé des surfaces R' et W.

45. Dans la recherche précédente soit n,—=mn,=mn;—n. Dans ce cas ((43), note) une
surface quelconque R, du faisceau (R, R") coupe ®, et ®, suivant deux courbes situées

*) Cela est évident pour deux surfaces quelconques et un plan qui se touchent en un
méme point,
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resp. sur deux surfaces Q,, P, appartenant aux faisceaux (Q, Q"), (P, P"). D’ou il suit
que les réseaux projectifs (P, Q, R), (Py, Qo, Ro), (P', Q', R") donneront naissance aux
mémes surfaces P, ®,, ', D', et engendreront une surface d’ordre 37 qui, ayant
quatre courbes d’ordre 3%° en commun avec W, coincidera avec cette derniére surface.
C'est-a-dire que, si une surface d’ordre 3n est engendrée par trois réseaux projectifs
(P, Q,R,..., (P, Q, R,..), (P, Q, R, ...) dordre n, on peut substituer i 'un de
ceux-ci, par ex. au deuxiéme, un nouveau réseau (Py, Q,, Ry, ...) projectif aux donnés, et
formé par des surfaces qui appartiennent resp. aux faisceaux (P, P"), (Q, Q") (R, R'),....

Analoguement, nous pourrons remplacer un autre des réseaux donnés, (P, Q, R, ...)
par un nouveau réseau (P”, Q", R",...) projectif au précédent, ot les surfaces P”, Q", R",...
appartiennent resp. aux faisceaux (P, Py), (Q, Q,), (R, Ry), ou, ce qui est la méme chose,
aux réseaux (P, P, P'), (Q, Q, Q") et (R, R, R"). Donc enfin, on pourra engendrer la
méme surface W par trois nowveaux réseauz (P', Q", R",...), (P, Qv¥, R¥,...),
(P¥, QV, R, ...) projectifs aux dommés et formés par des surfaces appartenant resp.
aux réseauz (P, P', P',...), (Q, Q, Q",...), (R, R, R,...).

- De plus: les réseaux projectifs (P, P, P, P",...) Q, Q, Q", Q",...) e
(R, R, R, R",...) engendrent une surface d’ordre 3n* qui contient les quatre courbes
O, P, ¥, ¥, P, ®,P, dordre 3%° et par suite coincide avec V.

46. Représentons par

Pu, Py, Pu, Pu, Py,
P2l 3 P?Z ’ P23 3 P24 ’ P By
P3I ’ P32 ’ P33 ’ P34 ’ P35 ’
P41 ’ P42 ’ P43 3 P44 ’ P45 ’

les surfaces correspondantes de quatre systémes linéaires projectifs du méme ordre »
et supposons que P.; et P, soit toujours une seule et méme surface. Dans cette hypo-
these, les quatre systémes forment un assemblage symétrique. La surface A d’ordre
4n, lieu d’un point ol se coupent quatre surfaces correspondantes (36), peut étre con-
struite de la maniére suivante.

Les trois réseaux correspondants (Py, Py, Puy), (Ps, Py, Pay), (Paay P, P,,) donnent
(43) une surface W, d’ordre 3m, qui est touchée par la surface @ engendrée par les
faisceaux (Py, Pyy), (Pg, Py) suivant une courbe d’ordre 3x* (située sur la surface en-
gendrée par les faisceaux (Ps, Ps), (P, Py), ou par les faisceaux (Py, Pu), (P, Pu)),
laquelle est le lien d’un point ot se coupent trois surfaces correspondantes des fai-
sceaux projectifs (Py, Py), (Ps, Psy), (Pys, Puy).

D’une maniére semblable, lés trois réseaux correspondants (P, Py, P.)), (P, Py, Psy),
(P41, Py, P, engendrent (43) une surface ¥, d’ordre 3, qui est touchée par la surface
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® suivant une courbe d’ordre 3#* (située sur la surface engendrée par les faisceaux
(Pys, Py, (Pss, Pu) ou par les faisceaux (Py, Pay), (Pu, Pu)), laquelle est le lieu des inter-
sections de trois surfaces correspondantes des faisceaux projectifs (Pis, Pu), (Pss, Psy),
(P43, P44)-

Enfin, les trois réseaux correspondants (P, Py, Pa), (Ps1, Pas, Pad)s (Pa, Pas, Pug), 0u
ce qui revient au méme (45), les trois réseaux correspondants (P, Pis, Piy), (Ps2, Pas, Pay),
(Pg, Pus, Pu), [®] engendrent (44) une surface W), ou Wy d’ordre 3n, qui est coupée
par ® suivant les deux courbes d’ordre 3»® déja mentionnées. D’ou il suit que les
points communs 3 ces deux courbes, c’est-d-dire les 4#° points (19) par lesquels
passent quatre surfaces correspondantes des faisceaux projectifs (Pis, Pu), (Pas, Pa),
(Pssy Pss), (Pss, Py, sont tels que la surface @ y est tangente a chacune des surfaces
Uy, Vo, W, .

Les surfaces W), W), déterminent un faisceau projectif au faisceau (Pg, Py). Si
P, est une surface quelconque de ce dernier faisceau, et si Ps,, Py, Py sont les surfa-
ces correspondantes des faisceaux (Ps, Pa), (P, Pa), (Pi, Pu), 1a surface correspon-
dante W, du faisceau (¥',, W) sera engendrée (44) par les réseaux (Py., Pe, Puy),
(P37') P33, P34), (P4m P437 P44)-

Les surfaces W,, ¥, déterminent un autre faisceau projectif au méme faisceau
(Pg, Pyy). La surface Wy, du faisceau (¥, Wy), qui correspond a P,., est engendrée
par les réseaux (P, Py, Pu), (Ps,, P, Piy), (Pyry Pus, Puy).

Les deux surfaces W,,, W, d’ordre 3% passent ensemble par la courbe d’ordre
3n* engendrée par fes faisceaux (P,g, P.s), (Pss, Pss), (Pus, Pus) et située sur la surface
P; elles se couperont donc suivant une autre courbe de l'ordre 6#° lieu d’un point
(24) par lequel passent a la fois quatre surfaces correspondantes des quatre réseaux
projectifs (le Py, PM)’ (sz Py, P24), (Psm Py, P34)a (P4ra Py, P44)- Cette courbe appar-
tient a A, car ces quatre réseaux sont correspondants dans les systémes donnés; les
faisceaux projectifs (W, W), (s, W) engendrent done un lieu composé de la surface
® d'ordre 2n et de la surface A d’ordre 4u.

On en conclut (42) que les points doubles du lieu composé AP sont les intersections
des trois surfaces W), W, Wy,. Nous avons vu que ces trois surfaces ont 4#® points
de contact, qui sont équivalents & 4.4% intersections; le nombre des points doubles
est donc (3#)*—16%°=11#»". Mais les points doubles de ¥ sont (42) les »° intersections
des surfaces Py, Py, Psy; ainsi A a 10%* points doubles, situés sur- toutes les surfaces
analogues a ¥, ¥y, Ty, ....

De ce que A est engendrée au moyen de faisceaux projectifs formant un assemblage
symétrique (42), il suit encore que cefte surface est touchée par W\, et Wy suivant deux
courbes d’ordre 6m®, situdes sur Wy,
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CHAPITRE QUATRIEME.
Propriétés relatives anx surfaces nodales conjugudes.

47. Revenons a la considération d’une surface fondamentale F, d’ordre » (générale,
sans points multiples) et des surfaces polaires. On a vu (2) que les premieres polaires
de tous les points de I'espace forment un systéme linéaire d’ordre n—1. La Jacobienne
de ce systéme, c'est-a-dire le lien des points doubles des premieres polaires, ou bien
encore (13) le liew d’'un point dont la quadrique polaire est un cone, sera (37) une
surface de lordre 4(n —2). On appelle cette surface la Hessienne ou la surface nodale
de la surface fondamentale.

Soient Py, Py, Ps, P, les premiéres polaires de quatre points quelconques 1, 2, 3, 4
(non situés dans un méme plan); on peut regarder (37) la Hessienne comme Jacobienne
de ces quatre surfaces d’ordre n—1. Les premiéres polaires de tous les points de
Pespace, par rapport a ces quatre surfaces, forment, d’aprés le théoréme (11), un
assemblage symétrique de quatre systémes linéaires projectifs d’ordre »—2; done
(46), la Hessienne a 10(n—2)° points doubles, situés sur un nombre infini de surfaces
(T, Wy, ...) dordre 3(n—2).

En designant par P, la deuxiéme polaire mixte de deux points rs, et en conservant
du reste les symboles adoptés ci-dessus (46), on voit tout de suite que W'y est le lieu
des poles du plan 134 par rapport auwr premiéres polaires des points du plan 234 (30),
et aussi le liew des poles du plan 234 par rapport aux premiéres polaives des points
du plan 134. Or, d’aprés le théoréme (11), si le plan 134 est la polaire (r—2)*"¢ d’un
point z, par rapport & la premiére polaire d'un point » du plan 234, le méme plan
134 est aussi la premiére polaire de », par rapport & la polaire (n—2)% de x, c’est-
a-dire que 134 est le plan polaire de » par rapport & la quadrique polaire de a.
Done, W, est le liew &’un point x tel que les plans 134, £34 sont conjugués par rapport
a la quadrique polaire de xz *).

Comme cas particulier, W), est le liew des poles du plan 234 par rapport aux pre-
miéres polaires des points de ce méme plan, et aussi le liew d'un point dont la quadrique
polaive est tangente au plan 234; et Wy, aura la méme signification par rapport au
plan 134. Appelons ces surfaces W), Wy, surfaces polaives pures des plans 234, 134
resp., et W, surface polaire mixte de ces mémes plans. Donc (46):

La Hessienne est touchée par la surface polaire pure d'un plan quelconque suivant une
courbe gauche d'ordye 6(n—2), qui est le liew des points doubles des premiéres polaires dont

# La section de ¥, par l'un des plans 234, 134 est évidemment le lieu des points de con-
tact de ce plan avec les premiéres polaires des points de lautre.
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les poles sont dans le plan donné. Les deux courbes de contact entre la Hessienne et les
surfaces polaires pures de dewx plans quelconques sont situbes ensemble sur lo surface
polairve mizte de ces dewx plans. Toutes ces surfaces polairves puves et mixtes, et des lors
toutes ces courbes gauches d’ordre 6(n—2) passent par les 10(n—2)° points doubles de
la Hessienne.

48. La surface W, polaire pure d'un plan quelconque 123, a 4(n—2)° points dou-
bles (43) situés sur un nombre infini de surfaces (®,;, ®,,,...) d’ordre 2(n—2). Sir, s
sont deux points fixes d'une droite donnée, et que z soit un point mobile sur une autre
droite donnée G, les surfaces P,,, P,, formeront deux faisceaux projectifs, générateurs
d'une surface ® d’ordre 2(n—2), qui sera le liew des courbes polaires (dordre (n—2)?)
de la droite rs par rapport aux premiéres polaires des points de G (3). Or, d’aprés le
théoreme (12), si les premieres polaires de », s par rapport & la premiére polaire de
x passent par un point y, réciproquement la premiere polaire de z par rapport a la
(n—2)" polaire de y passera par 7, s; c’est-d-dire que le plan polaire de z par rap-
port a la quadrique polaire de y passera par la droite rs. Donc, @ est le liew d'un
point y tel que la droite réciprogue de la droite G, par rapport & le quadrique polaire
de y, est rencontrée par la droite rs. Dans cette définition, on peut évidemment permu-
ter entre elles les droites »s, G; donc @ est aussi le liew des courbes polaires de G par
rapport aux premieres polaires des points de rs *). D’aprés ce qui précede, la surface
P, coupe ® suivant deux courbes d’ordre (n—2)%, dont l'une est la courbe polaire
de la droite rs par rapport & la premiere polaire du point z de G, et 'autre est la
courbe polaire de G par rapport & la premiére polaire du point » de rs; or, les (n—2)°
points communs & ces deux courbes sont autant de points de contact entre P, et ®;
done P est aussi Penveloppe de la deuziéme polaive mizte de deuzx poles mobiles, l'un
~sur @, Pautre sur rs. Nous appelons cette surface @ surface polaire mixte des droites
G et 7s.

Tn revenant & la surface W, on voit que @y, est la surface polaire mixte des droites
13, 23. Aussi, P, a la méme signification par rapport & deux droites coincidentes:
c’est-a-dire que ®,, est le liew des poles dont les quadriques polaires sont tangentes a
la droite 28, etc. Appelons ce lieu surface polaive pure de la droite 23. Ainsi, en
résumé (43):

*) Si Von convient d’appeler Jacobienne de quatre surfaces, dont quelques-unes soient des
plans, le lienw d’un point ol se coupent les premidres polaires d’un point situé dans les plans
donnés par rapport aux autres surfaces données; ® sera la Jacobienne de deux plans passant .
par G et des surfaces P,, P;. De méme, V12 est la Jacobienne du plan i34 et des surfaces

P,, P,, P,; ete.
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La surface polaire (pure) d’un plan downé est touchée par la surface polaire pure
d’une droite quelconque située dans ce plan, suivant une courbe gauche d’ordre 3(n—2),
qui est le liew des poles du plan par rapport aux premiéres polaires des points de la
droite. Les deux courbes de contact entre la surface polaire du plan et les surfaces po-
laires pures de deux droites tracées dams ce plan, sont placées sur la surface polaire
mixte des deux droites. Toutes ces surfaces polairves pures et miztes (des droites du
plan), et par suite toutes ces courbes gauches d’ordre 3(n—2), passent par les 4(n—2)*
points doubles de la surface polaire du plan donné.

49. La surface P,, (deuxiéme polaire mixte des points #, s) admet, elle aussi,
une définition analogue & celles des surfaces Wy, et ®,. En effet, si la premiére polaire
de # par rapport & la premiére polaire de s passe par un point #, réciproquement,
d’aprés le théoréme (12), la premiére polaire de s par rapport a la (n—2) polaire
de x passera par r, c'est-d-dire que le plan polaire de s par rapport a la quadrique
polaire de z passe par r. Done, P,, est le liew d’un point x tel que les points r, s
sont conjugués par rapport & la quadrique polaire de x. Si les points », s coincident,
on retombe sur la définition de P,, (deuxieme polaire pure du point 7).

50. La surface ®, polaire pure d’une droite quelconque 12, a (»—2)° points doubles
(42) situés dans un nombre infini de surfaces (Py, Py, ...) d’ordre n—2. On est ainsi
conduit & dire que:

La surface polaire (pure) d’une droite donnée est touchée par la deuxieme polaire
pure d'un point quelconque de cette droite suivant une courbe gauche dordre (n—2)7,
qui est la courbe polaire de la droite par rapport o la premiére polaire du point. Les
deux courbes de contact entre la surface polaire de la droite et les deuxiémes polaires
pures de deux points quelconques de la méme droite, sont placées sur la deuxiéme polaire
mixte de ces points. Toutes ces deuxiémes polaires pures et mixtes (des points de la
droite), et des lors toutes ces courbes d’ordre (n—2)°, passent par les (n—2)° points doubles
de la surface polaire de la droite domnée.

51. Il résulte de ce qui précede (48, 50) que la surface polaire pure d'un plan
est Venveloppe des surfaces polaires pures des droites situées dans ce plan, et que la
surface polaire pure d'une droite est Uenveloppe des deuxiemes polaires pures des points
de celte droite. On peut ajouter, d’aprés (43, 46), que les surfaces polaires pures et
mixte de deux droites, situbes dams un méme plan, sont touchées aux mémes (n—2)°
points par la deuxiéme polaire pure du point de concours de ces droites (I’ou il résulte
que la surface polaire pure d’un plan est aussi Venveloppe des deuziémes polaires pures
des points du plan); et que les surfaces polaires pures et mixte de deux plans sont
touchées aux mémes 4(r—2)° points par la surface polaire pure de la droite commune
a ces plans. Et en outre (44): la courbe gauche d’ordre 3(n—2), lieu des poles d’un
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plan donné par rapport aux premiéres polaires des points d’une droite donnée, est
placée sur la surface polaire mixte de ce plan et d’'un autre plan quelconque passant
par la droite donnée, et aussi sur la surface polaire mixte de cette droite et d’une
autre droite quelconque située dans le plan donné. Etc. etc.

52. Les premieres polaires des points d’une droite quelconque forment un faisceau,
qui contient 4(n—2)° surfaces douées d’un point double (20). Donc, le liew des poles
dont les premieres polaires ont un point double, est une surface d’ordre 4(n—2). On
I'appelle surface nodale conjuguée ou surface Steinerienne.

Nous pouvons dire (13) que la Hessienne est le liew des points dont les quadrigues
polaires sont des cones, et que la Steinerienne est le lieu des sommets de ces cones.

La Hessienne et la Steinerienne se correspondent, point & point. Sio est un point
double de la premiére polaire d’un point o, c’est-a-dire, si o est le pole d’un cone
quadrique de sommet o, les points o, o' seront deux points correspondants de la
Hessienne et de la Steinerienne.

53. La Hessienne est aussi le liew des points de contact entre les premiéres polaires
(32). Soient o, o' deux points correspondants des deux surfaces nodales conjuguées; la
premiére polaire de o' et une autre premiere polaire { dont p soit le pole | passant
par o détermineront un faisceau de surfaces touchées en o par un méme plan E. { Le
plan E est le plan polaire de o par rapport a la premiére polaire de p, c’est-a-dire
le plan polaire de p par rapport au cone quadrique polaire de o, dont le sommet
est 0. Donc E passe par o' | [?], ¢'est-a-dire que le plan E passe toujours par la droite 00

54. Soient o, 0, deux points, infiniment voising, de la Hessienne; ¢, o'; leurs points
correspondants sur la Steinerienne. Dés que les premiéres polaires de ¢, o, sont con-
sécutives et douées des points doubles o, 0, leur courbe d’intersection passera par o,
et conséquemment le plan polaire de o passera par 0o, qui est une droite tangente
en o' & la Steinerienne ['°]. Cela subsiste quelle que soit la direction de cette tangente;
done le plan polaire d’un point de la Hessienne est tangent & la Steinerienne au point
correspondant.

On déduit de 13 que la Steinerienne est une surface de la classe 4(n—1) (n—2),
car ce nombre est celui des intersections de la Hessienne avec la courbe polaire d'une
droite quelconque.

55. Les poles d’un plan (par rapport & la surface fondamentale) sont (3) les (n—1)°
intersections des premidres polaires de trois points @, b, ¢ de ce plan. Soit @ un point
de la Steinerienne, et soit abe le plan tangent a cette surface en ce point; dans ce
cas, la premidre polaire de a est douée d'un point double @', et les premiéres polaires
de b et ¢ passent par . D’ou il suit que le plan fangent a la Steinerienne, en un
de ses points, a deux poles coincidents au point correspondant de la Hessienne.
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56. Un point double o de la Hessienne est situé sur la surface polaire mixte de
deux plans quelconques (47); c’est-d-dire qu’il y a dans un plan quelconque un point
tel que le plan polaire de w, par rapport a la premiére polaire de ce point, est indé-
terminé [!1]: autrement, il y a dans un plan quelconque un point dont la premiére
polaire a un point double en ». Done, @ est le point double d’un nombre infini de
premiéres polaires, les poles desquelles, appartenant naturellement & la Steinerienne
(62), sont en ligne droite (car il y a un tel pole dans un plan quelconque). Ainsi,
au point o correspond sur la Steinerienne, au lieu d’un point unique, une droite, dont
chaque point sera, par conséquent, double pour la quadrique polaire de w; c'est-a-dire
que la quadrique polaire de w est une couple de plans passant par cette droite. Et le
plan polaire de o sera tangent & lo Steinerienne tout le long de cette méme droite. Donc:

La Steinerienne contient 10(n—2)° droites, dont chacune correspond a un des points
doubles de la Hessienne.

57. Deux courbes situées resp. sur la Hessienne et sur la Steinerienne peuvent étre
nommées correspondantes, lorsque I'une est le lien des points correspondants aux points
de lautre. Ainsi par ex. la courbe plane d’ordre 4(» —2)°, ou la Steinerienne est
coupée par un plan quelconque E, et la courbe gauche d’ordre 6(n—2), au long de
laquelle la Hessienne est touchée par la surface polaire (pure) de E (47), sont deux
- courbes correspondantes; parce que la deuxidme courbe est le lieu des points doubles
des premieres polaires des points de E.

On peut tres-facilement déterminer la courbe qui correspond & Pintersection de
la Hessienne avec une surface quelconque S,, d’ordre m. Soit K la surface enveloppe
des plans polaires des points de S,: surface qui est aussi le lieu d’un point dont la
premiére polaire est tangente a S, (15). Si o est un point commun a 8, et & la
Hessienne, le plan polaire de o touchera a la fois K et la Steinerienne au point
correspondant o' (54). Or, la premiére polaire de o/, ayant un point double en o, touche
S,. en ce point; donc ¢ appartient aussi & K, et par suite la Steinerienne et la surface
K ont un point de contact en o'. Done K est fangente a la Steinerienne tout le long
de la cowrbe qui correspond & Uintersection de la Hessienne avec S,, *).

Les points ou cette courbe de contact est rencontrée par un plan quelconque corre-
spondent aux points communs a S, et & une courbe d’ordre 6(n—2)*; Uordre de la
courbe de contact est donc 6m{n—2).

On peut demander aussi I'ordre de K. Les points ot cette surface est rencontrée

#) Ce méme raisonnement prouve aussi que la développable polaire d’une droite touche
la Steinerienne aux points correspondants aux intersections de la Hessienne avec cette droite.
(Et de méme pour une ligne quelconque).

Cremona, tomo III. 3



34 MEMOIRE DE GEOMETRIE PURE SUR LES SURFACES DU TROISIEME ORDRE.

par une droite arbitraire sont les poles d’autant de surfaces d’un faisceau, qui touchent
S,.; donc (33) K est de Vordre m(3(n—2)°+(m—1)°"42(n—2) (m—1)). 8i m=1,
Pordre de K (lieu d’un point dont la premiére polaire est tangente & un plan donné)
est 3(n—2)*: ainsi qu'on l'a déja trouvé (15).

58. Nous avons vu (5) que la quadrique polaire d’un point parabolique de la surface
fondamentale est un cone. Réciproquement, il est évident que tout point de la surface
fondamentale, dont la quadrique polaire soit un cone (n’ayant pas son sommet au pole,
auquel cas on aurait un point double), est un point parabolique. Par conséquent, le
liew des points paraboliques est la courbe gauche d’ordre 4n(n—2), intersection de la
surface fondamentale avec la Hessienne. Naturellement, cette courbe partage la surface
F, en deux régions, dont I'une contient les points hyperboliques (& indicatrice hyper-
bolique) et I'autre les points elliptiques (4 indicatrice elliptique). C’est-a-dire que le
plan tangent, en un point de la surface F,, coupe celle-ci dans une courbe pour
laquelle le point de contact est un nceud ou un point isolé, suivant que ce point
appartient & la premiére ou & la deuxiéme région.

59. Un plan tangent de F, est stationnaire si le point de contact est parabolique.
Or, la premiére polaire d'un point quelconque de I’espace rencontre la courbe para-
bolique en 4m(n—1)(n—2) points; ce nombre exprime donc, combien de plans station-
naires passent par ce point arbitraire: ainsi qu'on 1'a déja trouvé ailleurs (8).

60. Supposons que la surface fondamentale F, contienne une droite A. Un plan
mené arbitrairement par A coupe F, dans une courbe d’ordre n—1; et une surface
d’ordre n—1, menée aussi arbitrairement par cette courbe, rencontrera de nouveau F,
dans une courbe gauche C d’ordre (n—-1), qu’on peut prendre comme base d’un faisceau
d’ordre n—1. Une surface quelconque S de ce faisceau coupe F dans une courbe
plane d’ordre »—1, dont le plan E passe par la droite A (car cette derniére courbe
doit contenir les »—1 intersections de S avec A). Ainsi, la surface F, peut étre
engendrée a Paide de deux faisceaux projectifs, 'un de plans E par A, l'autre de
surfaces S par C.

Tout plan E est tangent 4 F,, en n—1 points: c’est-a-dire aux points ot A rencontre
la surface S correspondante & E; car ces points sont doubles pour la section de F,, par
E. On peut demander le nombre des plans E qui touchent F, hors de la droite A. Un
plan E mené arbitrairement par A touche 3(n—2)* surfaces S'(car celles-ci forment un
faisceau), auxquelles correspondent autant de plans E'. Réciproquement, la surface §'
correspondante & un plan arbitraire E' est de la classe (n—1)(n—2), et par suite elle
est touchée par autant de plans E. Il y aura donc 3(n—2)°+ (n—1)(n—2)* coincidences
de E avec E, cest-a-dire qu'il y aura (n—2)(n—2) plans E dont chacun coupera F,,
suivant une courbe (& ordre n— 1) douée de point double.
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Dans le faisceau des surfaces S il y en a 2(»—2) qui touchent A; les points de
contact sont les points doubles de I’involution d’ordre »—1 formée sur A par les
surfaces S, ou, ce qui est la méme chose, par les courbes d’ordre »—1 communes & F,
et aux plans E. Ces 2(n—2) points sont les seuls points paraboliques qui se trouvent
sur A; car si un point de A est parabolique, le plan E tangent & F, en ce point doit
couper cette surface suivant une courbe (d’ordre (r—1)) touchée en ce point par A.
Mais d’un autre coté, la Hessienne étant de 1'ordre 4 (n —2), ces 2(» —2) points doivent
représenter les 4(n—2) intersections de cette surface avec la droite A; donc

Toute droite située sur la surface fondamentale est tangente en 2(n—2) points & la
surface Hessienne, et par suite a la courbe parabolique.

61. Cherchons Dordre du leu des paires de droites osculatrices & la surface fonda-
mentale, aux points de Uintersection de celle-ci avec une aulre surface S, d’ordre m.
Souvenons-nous que les droites osculatrices en un point de I, forment l'intersection
du plan polaire et de la quadrique polaire de ce point (5). Soit donc G une droite
arbitraire; z un point quelconque de cette droite. Si une quadrique polaire passe par
, le lieu du pole est la deuxiéme polaire de = qui coupera la courbe (mn) en mn(n—2)
points; et les plans polaires de ces points rencontreront G en mn(n—2) points '. Réci-
proquement, les plans polaires qui passent par un point quelconque z' de G ont leurs
poles dans la premiére polaire de #', qui traversera la courbe (mn) en mn(n— 1) points,
dont les quadriques polaires donnent 2mn(n—1) points « sur G. Il y aura donc, sur
G, mn(n—2) -+ 2mn(n—1) coincidences de = avec &, c’est-a-dire que le liew demandé
est une surface de Uordre mn(3n—A4).

Pour cette surface (gauche, en général) la courbe (mn) est double, car chacun de
ses points est 'intersection de deux génératrices rectilignes. Si m=1, le lieu en
question coupe le plan S suivant la section de F, par S et les 3n(n—2) tangentes
stationnaires de cette courbe plane.

Si m==4(n—2), Pordre du lieu devient 4n(n—2)(3n—4); mais, si S, est la
Hessienne, il faut prendre la moitié seulement de ce nombre, parce que la courbe (mn)
est, dans ce cas, la courbe parabolique (58), et par conséquent, en chacun de ses points
les deux droites osculatrices sont coincidentes.

Dans ce méme cas, le lieu est une surface développable, car le plan tangent &
F, en un point parabolique est stationnaire (c’est-a-dire qu’il doit étre regardé comme
un plan bitangent, dont les deux points de contact sont infiniment voisins), et deux
plans stationnaires consécutifs passent par la droite osculatrice *); d’ou il suit que
le liew des droites oseulairices, le long de la courbe parabolique, coincide avec la surface

*) [Teoria geometrica delle superficie, 31].
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enveloppée par les plans stationnaires *), dont nous avons déja déterminé la classe (8).*¥)

62. On demande & connaitre la développable circonscrite & la surface fondameniale
sutvant la courbe d’ordre w, tntersection de celle-ci avec un plan donné E.

La premiére polaire d’'un point arbitraire x# de lespace rencontre la courbe (n)
en n(n—1) points; la classe de la développable est donc n(n—1).

Si deux de ces n{n—1) points coincident, le point z appartiendra a la développable;
combien de points de cette espéce y a-t-il dans une droite arbitraire G? Les premiéres
polaires des points de G forment un faisceau et par suite coupent le plan E suivant
un faisceau d'ordre n—1, dans lequel il y a n(3n—5) courbes ***) qui touchent la
courbe (), celle-ci étant supposée sans points multiples. Si cette courbe a & points
doubles et % rebroussements (c’est-a-dire, si le plan E a 0 contacts ordinaires et %
contacts stationnaires avec F,), le nombre précédent deviendra »(31n—>5)— (28 3k).
Ce nombre exprime donc Uordre de notre développable.

Si, parmi les n(n— 1) intersections de la premiére polaire de « avec la courbe (»),
il y a trois points coincidents, le point x appartiendra & la courbe cuspidale de la
développable; et si, au contraire, la premiere polaire de x a deux contacts avec la
courbe (»), x sera un point de la courbe double de la développable. On peut donc
demander combien de points « de cette espéce sont contenus dans un plan quelconque.
Les premiéres polaires des points de ce plan coupent E suivant un réseau d’ordre n—1,
dans lequel il y a 6n(n—2) — (654 8k) courbes osculatrices & la courbe (n), et

%(n(?m—5)—(26-{—375))2—”(11%—21)—1—108—{— 22—77c courbes qui touchent la méme

courbe en deux points distinets. Ces nombres expriment donc Uordre de la courbe cu-
spidale et Uordre de la courbe nodale de la développable dont il ’agit.

63. Quel est le liew d’un point tel que sa quadrique polaire (par rapport a F,) passe
par les sommets d'un tétracdre conjugué & vine surface donnée S de second ordre? Soient a, b
deux points quelconques | conjugués par rapport & S{; C la courbe d’ordre (n— 2),
intersection des deuxiémes polaires de @ et b, et dés lors lieu des poles des quadriques
polaires qui passent par ces points; o, b’ les points out S coupe la droite réciproque
de ab par rapport & S. Les quadriques polaires passant par a et b, forment une

*) Cette développable est circonscrite a la Steinerienne suivant la courbe d’ordre 6n(n—2)2
qui correspond (57) & la courbe parabolique. En effet, si o est un point parabolique, le plan
(stationnaire) polaire de o touche en ce point la surface fondamentale, et au point correspondant,
la Steinerienne (54).

**) | Ces droites osculatrices ne sont pas les tangentes de la courbe parabolique. |

*#*%) Ce nombre et les autres qui suivent sont empruntés aux traités géométriques des courbes

planes. [Teoria geometrica delle curve piane, 87 et 103.]
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série telle quil y en a (»n—2)° passant par un troisiéme point quelconque donné ;
donc, il y aura (n—2)° quadriques de cette méme série qui diviseront harmoniquement
le segment a'd'; c’est-a-dire que la courbe C rencontre le lieu cherché en (n—2)° points. -
Conséquemment ce lieu est une surface d’ordre (n—2)°: (n—2)° =n—2.

Tout point commun 3 ce lieu et & la Hessienne est dés lors le pole d’un cone
(quadrique) polaire circonscrit & un triddre conjugué a 8. Donc (57) le liew des som-
mets des cones (quadriques) polaires circonscrits & des tricdres conjugués a la quadrique
donnée est une courbe gauche d’ordre 6(n—2)°.

64. Quel est le liew d'un point tel que sa quadrique polairve soit imscrite dans un
tétraedre conjugué & une surface domnée S de second ordre? Soient A, B deux plans
quelconques § conjugués par rapport a S{; C la courbe d’ordre 9(n—2), intersection
des surfaces polaires (pures) des plans A, B, et dés lors lieu des poles des quadriques
polaires qui touchent chacun de ces plans; A', B' les plans tangents de S menés par
la droite qui est réciproque de la droite AB par rapport & S. Les quadriques polaires
tangentes & A et & B forment une série telle qu'il y en a 27 (»—2)* tangentes & un
troisiéme plan quelconque; donc il y en a aussi 27(n—2)° telles qui seront conjuguées
aux plans A', B'. Ainsi la courbe C contient 27(n—2)° points du lieu demandé; donc
ce lieu est une surface de Vordre 27(n—2)°: 9(n—2)>=3(n—2).

Si le tétraédre conjugué a S a un sommet z sur S, la face opposée sera le plan
tangent & cette surface en z, et, des trois autres faces, une coincidera avec ce méme
plan tangent, et les deux restantes.seront deux plans quelconques menés par deux
tangentes conjuguées de S en x. Un tel tétraédre peut donc étre regardé comme
étant circonscrit & un cone quadrique quelconque de sommet z. Par conséquent, si z
est un point commun & S et & la Steinerienne, le pole du cone polaire de sommet x
appartiendra au lieu dont il s’agit; c’est-a-dire que ce lieu coupe la Hessienne suivant
la courbe correspondante o Uintersection de la Steinerienne avec S.

Si S est le systéme de deux plans, le lieu considéré devient évidemment la surface
polaire mixte de ces plans (45).

65. Cherchons le liew dun point tel que sa quadrigue polaire, par rapport & la
surface fondamentale F.,,, passe par les sommets d'un tétracédre conjugué & la quadrique
polaire du méme point, par rapport & la Hessienne. Soit G une droite arbitraire; « un
point de -G. Le lieu des poles des quadriques polaires relatives a F,, circonscrites i
des tétraeédres conjugués a la quadrique polaire du point = par rapport & la Hessienne,
coupe la droite G en »—2 points &' (63). Réciproquement, si une quadrique polaire
relative & la Hessienne doit étre conjuguée & un tétragédre inscrit & la quadrique po-
laire d’un point «/, par rapport & F, (c’est-a-dire, si la premiére quadrique doit &tre
inscrite 4 un tétraedre conjugué & I'autre), le lieu sera (64) une surface d’ordre
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3(4(%——2) ~—2), qui coupera G en autant de points x. Cette droite contient done
n—2 +12(n—2)—6 coincidences de x avec #'; en d’autres termes, le lieu demandé
est une surface d’ordre 13n— 32. _

Considérant les points communs a cette surface et 4 la Hessienne, nous pouvons
ajouter que le lieu d’un point (sur la Hessienne) dont le cone polaire est circonscrit
a un triedre conjugué & la quadrique polaire du méme point, par rapport 3 la Hessienne,
est une courbe gauche de l'ordre 4(»—2)(13n—32).

66. Pareillement, on trouve que le lieu d’un point tel que sa quadrique polaire par
rapport a F, soit inscrite a un tétraédre conjugué & la quadrique polaire du méme point
par rapport o la Hessienne, est une surface T de Uordre 4(n— 2)— 23 (n—2)=Tn—16.

Cette surface coupera la Hessienne suivant une courbe, chaque point de laquelle
sera le pole (relativement a F,) d’un cone quadrique ayant son sommet sur la qua-
drique polaire du méme point par rapport i la Hessienne. Donc, le liew d’un point
(sur la Hessienne) dont la quadrique polaire par rapport & la Hessienne, passe par le
point correspondant de la Steinerienne, est une courbe gauche d’ordre 4(n—2) (Tn—16),
située dans la surface T. Cette courbe passe deux fois par les 10(n—2)* points doubles
de la Hessienne, car chacun de ces points a un nombre infini de points correspon-
dants sur une droite (56) qui coupera deux fois la quadrique polaire de ce point,
relative & la Hessienne.

67. Quel est le liew d’'un point, le plan polaire duquel par rapport & la Hessienne
est tangent o la quadrigue polaire du méme point relativement & F,? Soit G une droite
arbitraire; z un point de G; X le plan polaire de = par rapport a la Hessienne. Les
quadriques polaires relatives & F,, qui touchent le plan X, ont leurs poles dans la
surface polaire (pure) de ce plan (47), qui coupera G en 3(n—2) points «'. Récipro-
quement, si une surface polaire doit passer par «, le plan correspondant sera tangent
a la quadrique polaire de 2'; or, les poles (relatifs & la Hessienne) des plans tangents
d’une surface quadrique, se trouvent sur une surface (16) d’ordre 2(4 (n——2)——1), qui
coupera G en autant de points z; donc G contiendra 3(n—2) - 8(n—2)—2 coinci-
dences de x avec «, et par suite le lieu demandé est une surface ® d’ordre 11n— 24,

Un point # de la surface T (66) est le sommet d’un tétraddre circonserit a la
quadrique polaire (de x) par rapport & F, et conjugué & la quadrique polaire (du
méme point) relative & la Hessienne, pourvu que ce point 2 soit situé sur la polaire
réciproque de la premiére quadrique par rapport a I'autre; auquel cas le plan polaire
de x par rapport a la Hessienne est tangent a la quadrique polaire du méme point
par rapport a F,; c'est-a-dire que, dans cette hypothése, x est aussi un point de ©.
Done le liew d’un point qui soit un sommet d’un tétraédre circonscrit et comjugué resp.
aux quadriques polaires du méme point par rapport o F, et & la Hessienne, est une
courbe gauche d'ordre (11n—24)(Tn—16), intersection des surfaces © et T,
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68. Quel est le liew d’'un point tel que son plan polaire par rapport & lo Hessienne
soit comjugué & un plan donné E, par rapport & la quadrique polaire du méme point
relative ¢ F,? Si z est un point d’une droite G, et X le plan polaire de 2 par rap-
port & la Hessienne; le lieu des poles des quadriques polaires (relatives a F.), pour
lesquelles E et X sont deux plans conjugués (47), coupera G en 3(rn—2) points .
Réciproquement, si y est le pole du plan E par rapport a la quadrique polaire d’un
point 2!, relative a la surface fondamentale, la premiére polaire de y par rapport
4 la Hessienne coupera G en 4(n—2)—1 points x. La droite G contiendra donc
3(n—2)+4(n—2)—1 coincidences de z avec «, c’est-d-dire que le lieu cherché est
une surface Ex d’ordre Tn—15.

Si x est un point de la Hessienne, dont le cone polaire ait son sommet sur le
plan donné, ou sur le plan polaire de « par rapport 4 la Hessienne, ce point  ap-
partiendra au lieu Xg; car, comme le plan passant par le sommet a un nombre infini
de poles (sur la droite polaire du plan, relative au cone), il est conjugué a tout autre
plan quelconque. Le premier cas a lieu pour les poles des cones polaires, dont les
sommets appartiennent & la courbe d’intersection de la Steinerienne avec le plan E;
done, le liew Xy passe par la courbe gauche d’'ordre 6(n—2)* qui correspond & la section
plane E de la Steinerienne *).

On vérifie la seconde hypothése, si le plan tangent en x & la Hessienne passe par le
sommet x' du cone polaire; auquel cas le point x appartient aussi évidemment a la
surface © (67). Donc le lieu X, quel que soit le plan E, passe par la courbe commune
4 O et a la Hessienne *¥). Cette courbe est de I'ordre 4(n—2)(70n—15)—6(n—2)'=
2(n—2)(11n—24), nombre qui est la moitié du produit des ordres de @ et de la
Hessienne; done, ces deux surfaces se touchent (parfout ot elles se remcontrent) suivant
une courbe gauche d’ordre 2(n— 2)(11n—24), liew d’un point dont le plan polaire par
rapport & la Hessienne passe par le point correspondant de la Steinerienne.

Toutes ces surfaces X d’ordre 7n— 15, passant par une méme courbe gauche d’ordre
2(n—2)(11n—24), forment un systdme linéaire. En effet, si @, 4, ¢ sont trois points
donnés arbitrairement dans l'espace; A, B, C les plans polaires de @, b, ¢ par rapport

*) Le lieu Xg et la surface polaire (pure) du plan E se coupent suivant une autre courbe
gauche d’ordre 3 (n—2) (5n—11), qui est évidemment le lieu d'un point tel que sa quadrique
polaire par rapport 4 F, touche le plan E, et que le plan polaire du méme point par rapport
a la Hessienne passe par le point de contact.

*¥) Tout point commun & O et & 1a Hessienne appartient aussi a X, car si le plan polaire
relatif & la Hessienne doit toucher le cone polaire, il passera par le sommet de celui-ci. Dans
- le cas de n=3, la courbe commune 4 6 et & la Hessienne est la courbe correspondante a la
courbe parabolique,
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a la Hessienne; et o', ¥, ¢ les poles des plans A, B, C, par rapport aux quadriques
polaires de @, b, ¢ relatives & F,, le plan E=a'¥ ¢ déterminera la surface (unique) ¥ qui
passe par a, b, c.

69. On demande le liew d’un point tel que la droite commune & un plan donné E ef
au plan polaire de ce point pur rapport o la Hessienne soit tangente & la quadrique
polaire du méme point par rapport a la surface fondamentale. Pour résoudre cette question,
prenons un point x sur une droite quelconque G;le plan polaire de = relatif a la
Hessienne coupera E suivant une certaine droite; et le lieu des poles des quadriques
polaires, relatives a4 F,, qui sont tangentes & cette droite, coupera G en 2(n—2)
points ' (48). Réciproquement, la quadrique polaire (par rapport & F,) d’un point z' est
coupée par le plan E suivant une conique, qui a 2(4n—9) tangentes communes avec
la section faite par ce méme plan dans 'enveloppe (de classe 4(n—2)—1 ... (14))
des plans polaires des points de G, par rapport & la Hessienne. Le lieu demandé est
donc wune surface By d’ordre 2(n—2)--2(4n—9)=2(5n—11).

La surface ® et la surface Xy, relative au plan donné E (68), ayant en commun
une courbe d’ordre 2(n—2)(11%—24), se couperont suivant une autre courbe gauche
d’ordre

(7Tn—15)(110—24) —2(n—2)(11%—24)=(50n—11)(11n—24).

Chaque point = de cette courbe sera tel que son plan polaire par rapport a la Hessienne
touchera la quadrique polaire du méme point par rapport a ¥, (67), et que le plan
susdit sera conjugué & E par rapport & la méme quadrique (68); donc, E passe par
le point ou le plan polaire touche la quadrique, et dés lors I'intersection de E par le
plan polaire est une droite tangente & la quadrique. Il en suit que # sera un point du lieu
Ex. Le méme raisonnement prouve que tout point de la courbe d’ordre 3(rn—2)(5n—11)
[v.note au n. 68}, commune & la surface polaire (pure) du plan E et au lieu Xy, appartient
aussi & Zg . Done, cette surface E coupe Xy suivant une courbe d’ordre (52—11)(11%—24)
située sur 0, et suivant une autre courbe d’ordre 3 (n—2)(5n —11) située sur la surface
polaire (pure) du plan E.

Or, on voit sans peine que, d’apreés les définitions de ces lieux, tout point commun
a Zgeta 0, et tout point commun & E, et & la surface polaire de E, appartiennent
nécessairement & Xg; donc la surface By est touchée par la surface © suivant la courbe
gauche dordre (5n—11)(11n—24), et par la Surface polaire pure du plon B suivant
la courbe gauche d'ordre 3(n—2)(5n—11); ef ces courbes de contact sont placées ensemble
sur la surface Yy™).

#) Il résulte de 14 que 1'ensemble de la Hessienne, de Ep et d’une surface arbitraire ® d’ordre
47—9 peut étre engendré au moyen de deux faisceaux projectifs (8, g @, ...) d’ordre 11n—24
et (Xg, Sk ®@, ...) d’ordre Tn—15: ol Sgdésigne la surface polaire pure du plan E.
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70. On demande le liew d’un point tel que son plan polaire par rapport & la Hessienne
coupe la quadrique polaire du méme point, relative & ¥, et deux plans donnés E, E,
suivant une conique et deux droites conjuguées & celle-ci. Soit & un point d'une droite arbi-
traire G; X le plan polaire de @ par rapport i la Hessienne; le lieu des poles des qua-
driques polaires (relatives a F,) qui coupent ce plan X suivant des coniques conjuguées
aux droites XE, XTI, est la surface polaire mixte de ces droites (48), qui coupera G
en 2(n—2) points #. Réciproquement, soit Q la quadrique polaire d'un point «' par
rapport & F,; on sait que les plans qui coupent la quadrique Q et les plans donnés E, E
suivant une conique et deux droites conjuguées, enveloppent une autre surface quadrique.
Cette surface et 'enveloppe des plans polaires des points de G, par rapport & la Hessienne,
ont 2(4 (n—2)—1) plans tangents communs, auxquels correspondront autant de poles
sur G. Le lieu demandé est donc une surface Egw d'ordre 2(n—2)+2(4n—9)=2(5n—11).

Tout point « commun 4 ® et au lieu Ex (69) est tel que son plan polaire par rapport
4 la Hessienne coupe la quadrique polaire de z relative & F, et le plan E suivant
trois droites passant par un seul et méme point. La derniére de ces droites a un
nombre infini de poles (en ligne droite) par rapport a la conique formée par les deux
premiéres droites, d’oit il suit que, relativement & cette conique, la derniére droite est
conjuguée a toute droite tracée dans le dit plan polaire de x; donc = est aussi un
point du lien Egy. Cest-a-dire que ce liew passe par les deux courbes gauches d’ordre
(5n—11)(11n—24), suivant lesquelles la surface © est touchée par les lieux By ef Eg'.

71. On demande le liew d’un point tel que ses plans polaires par rapport a ¥, et
& la Hessienme, et sa quadrique polaive par rapport a ¥, aient wn point commun sur
un plan donné E. Soit « un point d’une droite arbitraire Gj; la droite commune aux
plans polaires de x rencontre E en un point y, et les quadriques polaires relatives
a F, qui passent par y ont leurs poles sur-la deuxieme polaire de ce point, laquelle
coupera G en n—2 points «'. Réciproquement, la quadrique polaire- d’un point ' (par
rapport & F,) coupera le plan E suivant une certaine conique 7. Or, il y a sur G 10(n—2)
points x, dont chacun a la propriété que ses plans polaires, relatifs 4 F, et a la
Hessienne, se rencontrent sur % *); done, le lieu demandé est une surface &’ ordre 11(n—2).

Quel que soit'le plan E, cette surface passe par les 2(»—2) points o« ou la Hegsienne

*) Par un point quelconque ¢ d’une droite R on peut mener deux premiéres polaires re-
latives a F;, , les poles desquelles sont les intersections de K avecle plan polaire de i; et les
premiéres polaires de ces poles, par rapport 4 la Hessienne, couperont R en 2(4n—9) points 7.
Réciproquement, par un point ¢ on peut faire passer deux premiéres polaires relatives & la
Hessienne, dont les poles sont les intersections de H avee lo plan ‘polaire de ¢ (relatif & la
Hessienne). Les premiéres polaires de ces poles, par rapport & F, , couperont R en 2(n—1)
points ¢. Done il y aura, sur R, 2(4n—9) +4-2(n—1)=10(n—2) coincidences de i avec , q. d. e,
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est touchée par une droite @ située dans la surface fondamentale (60); car les plans
polaires et la quadrique polaire de o passent ensemble par la droite a et dés lors ont
un point commun avec tout plan donné . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . .

CHAPITRE CINQUIEME.

Application des propriétés générales a une surface fondamentale
du troisiéme ordre.

72. La surface fondamentale sera désormais une surface I, du troisieme ordre, tout
i fait générale, c’est-a-dire sans points et lignes multiples. Les théorémes démontrés
précédemment contiennent déja un grand nombre de propriétés des surfaces cubiques;
mais nous ne nous arrédterons pas 4 donner les énoncés particuliers. Nous nous proposons
seulement de développer ce qu'il y a de spécial et de caractéristique a la surface du
troisiéme ordre.

La premiére polaire étant, dans le cas actuel, la quadrique polaire, lo surface
Hessienne et la Steinerienne coincident en une seule et méme surface du quatriéme ordre
et de la seizieme classe (52, 54). Les points de cette surface se correspondent deux & deux ;
o et o étant deux points correspondants, chacun d'eux est le sommet d'un cone guadrique
polaire dont Uautre est le pole; et en chacun de ces points la. Hessienne a pour plan tangent
le plan polaire de Uautre. Ces mémes points sont conjugués par rapport a toutes les
quadriques polaires (37).

73. La deuxiéme polaire mixte de deux points a, b devient un plan, lieu d'un tel
point, que par rapport & sa quadrique polaire les points a, b sont conjugués (49). Si
Ion se donne un des points a, b, et leur plan polaire mixte, on trouve l'autre point
de la maniére suivante: les quadriques polaires des points du plan donné forment un
réseau, et les plans polaires de @ par rapport & ces surfaces passent par un méme
point b, qui sera le point cherché *).

Si @ est fixe, et que le plan polaire mixte tourne autour d’une droite donnée G
le point b décrira una droite G/, intersection des plans polaires de a par rapport aux

* | 8i le plan polaire mixte est un plan donné ¢, et si le point a décrit un plan ¢, le lieu
de b sera une surface du 3¢ ordre, la polaire mixte des deux plans &¢'. |
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quadriques polaires des points de G. Or, G coupe la Hessienne en quatre points, done
les plans polaives d'un point donné a par rapport aux cones polaires enveloppent une
surface de la quatriéme classe ['%]. Si a est un point de la Hessienne, le plan polaire
mixte passe toujours par & (sommet du cone polaire de a) [*%].

Si @ est donné arbitrairement dans 1'espace, et b est variable dans un plan fixe E,
le plan polaire mixte passe toujours par un point fixe e: le pole de E par rapport
4 la quadrique polaire de a. Done, si & décrit la courbe d’intersection de la Hessienne
avec le plan E, le plan polaire mixte enveloppe un cone de sommet e, de la quatrieme
classe (circonscrit & la surface qu’on obtient lorsque & parcourt la Hessienne); ¢’est-a-dire
que les plans polatres d’wn point fize, par rapport & tous les cones polaires dont les
sonunets sont dans un méme plan, enveloppent un cone de la quatrieme classe.

74. Ce que nous avons nommé en général surface polaire mizte de deux droites G, G/
devient une quadrique (un hyperboloide); et puisque, dans le cas actuel, la courbe po-
laire d’une droite par rapport & une premiére polaire (3) devient la droite réciproque .
de la droite donnée par rapport i une surface quadrique; il s’ensuit que I'hyperboloide
polaire des deux droites @, G est le liew des droites réciproques de chacune de ces droites
par rapport oux quadriques polaires des points de Uautre, ou bien le lieu d’un point
tel que la réciproque de l'une des droites données par rapport a la quadrique polaire
de ce point, rencontre 'autre droite donnée.

Si ¢ est un point variable en G, et @, b deux points fixes sur G', 'hyperboloide
polaire est engendré (48) par deux faisceaux projectifs, dans lesquels le plan polaire
mixte de @, ¢ correspond au plan polaire mixte de b, i. Or les points a, b peuvent
étre remplacés par deux autres points quelconques de G; hyperboloide polaire de deusx
droites est done aussi Uenveloppe du plan polaire mizte de dewx points variables sur les
droites données, respectivement. ,

75. 8i G, G' coincident, nous aurons la surface polaire pure d’une droite G, qui sera
un cone du second ordre (14, 48), dont le sommet est le pole de la quadrique polaire
qui passe par G, et dont les génératrices sont les droites réciproques de G par rapport
aux quadriques polaires des points de G. Ce cone est Uenveloppe des plans polaires des
points de G, et par conséquent il est aussi le lieu des poles des quadriques polaires
tangentes 4 G. Nous donnerons a cette surface le nom de cone polaire de la droite G,
qu’il ne faut pas confondre avec le cone polaire d’'un point de la Hessienne.

76. La surface polaire mizte de deir plans E, B’ est du troisieme ordre (47); elle
est le liew des poles d'un plan par rapport aux quadriques polaires des points de Uautre
plan, ou bien (ce qui revient au méme) le liew du pole d’une quadrique polaire, par rapport
& laquelle les plans B, B sont conjugués.

Le liew des poles d'un plan E par rapport aux quadriques polaires des points d'une
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droite G (30) est ume cubique (courbe du troisieme ordre) gauche, qui se trouve sur
l’hyperbolo'ide polaire de G et d'une autre droite située dans E, et aussi sur la surface
polaire mixte de E et d’un autre plan passant par G (51). D’ou il suit que I'hyperboloide
polaire de deux droites G, G, si G est fixe et G' variable dans un plan E, engendre
un réseau de surfaces passant par une cubique gauche fixe.

717. Si les plans E, E' coincident, on a la surface polaire pure d’un plan K, qui sera
I'enveloppe des cones polaires des droites situées dans le plan donné (48), et aussi
le lieu des poles du plan par rapport aux quadriques polaires des points de ce méme
plan (47). Cette deuxieme définition revient a dire que cette surface est le lieu d’un
point dont la quadrique polaire est tangente au plan donné; donc (15, 51) la méme
surface se confond avec Penveloppe des plans polaires des points du plan donné. Elle
est du troisiéme ordre, de la quatridme classe, et a quatre points doubles, situés dans
les cones polaires et dans les hyperboloides polaires de toutes les droites du plan donné*).

Soit @ un point de cette surface; la quadrique polaire de @ étant tangente au plan
E, coupera ce plan suivant deux droites croisées au point de contact &'. Les plans po-
laires des points de ces droites doivent passer par «, et toucher ailleurs la surface;
un point quelconque de cefte surface est donc le sommet de deux cones quadriques cir-
conscrits & la surface (ils sont les cones polaires des deux droites croisées en a'). Le
plan polaire de &' est tangent A la surface en a.

Si a est 'un des points doubles de la surface, les deux cones tangents doivent
coincider; et par suite la quadrique polaire de @ coupera E suivant deux droites coin-
cidentes. Parmi les quadriques polaires tangentes & un plan E il y « donc guatre cones;
leurs poles (qui appartiendront aussi & la Hessienne) sont les points doubles de la surface
polaire pure du plan.

Cette surface est la réciproque de la surface Romaine de STEINER *¥).

78. Si un plan E est fixe et qu'un autre plan E' soit mobile autour d’une droite
G, la surface polaire mixte des plans E, E' engendre un faisceau; en effet, si cette
surface doit passer par un point donné z, le plan E' passera par le pole de E relatif
a la premiére polaire de x. La base du faisceau est composée d'une courbe gauche
du sixieme ordre (lieu des points doubles des quadriques polaires des points du plan

#) 8i un point est & distance infinie, son plan polaire est un plan diamétral de la surface
fondamentale. L’enveloppe des plans diamétraur est donc la surface polaire pure du plan d
Vinfini. Cette surface est inscrite dans la développable circonscrite a F, suivant la section
4 l'infini (15).

*¥) [Voir les Monatsberichte de la r. Acad. de Berlin (Jmllet et novembre 1863), et le tome
LXIII de ce journal, p. 315]. [Queste Opere, n. 55 (t.® 2.%)].
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fixe) et d’une cubique gauche (lien des poles du plan fixe par rapport aux quadriques
polaires des points de la droite donnée) (47, 76).

La surface polaire mixte des deux plans E, E' et leurs surfaces polaires pures sont
touchées ensemble (51) par le cone polaire de la droite EE' en guatre points de la
Hessienne (correspondants aux intersections de cette surface avec la droite EE'), et
passent par les dix points doubles de la Hessienne (47). Ces points étant équivalents a
4 . 410 intersections, les trois surfaces nommées, qui sont du troisiéme ordre, auront
un autre et seul point commun: c’est le pole de la quadrique polaire qui passe ‘par
la droite EE'.

CHAPITRE SIXIEME.

Propriétés de la surface Hessienne d’une surface fondamentale

du troisieme ordre.

79. Les plans polaires qui passent par un point donné p ont leurs poles sur la
quadrique polaire de p. Si ces plans doivent toucher la Hessienne, les poles seront
distribués sur la courbe du huitieme ordre, intersection de la Hessienne avec la polaire
quadrique de p (72). Les.points de contact forment une courbe du douziéme ordre,
intersection de la Hessienne avec la premiére polaire de p par rapport a la Hessienne.
Ces deux courbes du huitiéme et du douziéme ordre sont donc correspondantes (57).

80. Considérons Ies droites qui passent par p et qui touchent la Hessienne. Aux
droites qui passent par p correspond un réseau *) de courbes gauches du quatriéme
ordre (3) situées sur une surface S du second ordre (la quadrique polaire de p). Cha-
cune de ces courbes gauches résulte de lintersection de S par une autre quadrique
polaire, et par suite (79) les points doubles de ces courbes (points de contact entre
S et les autres quadriques polaires) seront situés dans la courbe C du huitiéme ordre,
intersection de la Hessienne avee S. Aux courbes du réseau, qui forment un faisceau,
correspondent des droites par p, situées dans un plan; or, dans ce faisceau il y a douze
courbes avec point double **); c’est-a-dire que les droites par p, auzquelles correspondent
des courbes gauches du quatriéme ordre avec point double, forment un cone X du douziéme
ordre. A un point quelconque o de la courbe C correspond une génératrice de X, qui
joint p au point o' qui, dans la Hessienne, correspond & o. Le lieu des points o est
done une courbe C' du douzieéme ordre (79). Le plan polaire de o passe par p et touche

# Un tel réseaun résulte des intersections de S avec un résean d’autres surfaces quadriques

polaires.
# Car, dans un faisceau de quadriques, il y a douze surfaces tangentes a S (33).
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la Hessienne (72) en o, et, par suite, il contient la droite tangente a C'en o'; done,
ce plan est tangent au cone X suivant la droite po. C’est-d-dire que le cone X est
circonscrit 4 la Hessienne suivant la courbe C'.

La quadrique polaire d'un point quelconque coupe C en seize points: de la résulte
que I (et par suite la Hessienne) est de la seiziéme classe (54).

Si I'on considére une droite G passant par p, comme intersection de deux plans
tangents du cone X, chacun de ces plans aura un pole sur C, et la courbe gauche (du
réseau sur S) qui passe par ces deux poles sera la correspondante de G. Si les deux
poles coincident, la courbe gauche devient tangente & C; d’ou il suit qu’aux droites
tracées sur le cone L et dans ses plans stationnaires, correspondent des courbes gau-
ches (du réseau sur S) tangentes & C.

81.- Les points ou la Hessienne est osculée par des droites issues de p, sont les
intersections de cette surface avec la premiére et la deuxiéme polaire de p, par rapport
3 la méme surface. Ainsi, parmi les courbes gauches du réseau en S il y a en a
4.8.2==24 qui ont un point de rebroussement.

Ainsi le cone ¥ est du 12¢ ordre et de la 16 classe, et a 24 génératrices station-
naires; il aura donc (a cause des formules de PLUCKER) 22 génératrices doubles. Parmi
ces génératrices doubles, dix sont dues aux points doubles de la Hessienne et corre-
spondent a des courbes du réseau composées de deux coniques (chaque point double
a, en effet, pour quadrique polaire une couple de plans (56)); les autres douze généra-
trices doubles correspondront & autant de courbes du réseau composées d'une cubique
gauche et d'une droite. ’

Pour démontrer cette assertion, considérons le réseau de courbes gauches du qua-
triéme ordre sur la surface quadrique S, et, & cause de briéveté, nommons génératrices
et directrices les droites des deux systemes qui existent sur cette surface. Soient L, M, N
trois génératrices de S; une courbe quelconque du quatriéme ordre qui soit tracée sur
S coupe en deux points chacune de ces droites; et si trois de ces points (un sur chaque
droite) tombent en ligne droite, la courbe se décompose en deux parties, une cubique
gauche et une droite (directrice). Si ! est un point quelconque de L, la directrice qui
passe par ! coupera M, N en deux points m,n, et la courbe du réseau qui passe par
m, n rencontrera L en deux points I'. Réciproquement, si ' est un point quelconque
de L, les courbes du réseau qui passent par I' forment un faisceau et, par suiﬁe, déter-
minent sur M et N deux involutions (quadratiques) projectives. Si une courbe du faisceau
coupe M en m m' et N en n %/, le lieu des droites analogues & mn, mn', m'n, m'n' est une
surface du quatriéme ordre (pour laquelle M et N sont des droites doubles), qui coupera
L en quatre points . Il y aura done, en L, six coincidences de I avec I, c’est-a-dire
quil y a six courbes du réseau, dont chacune est composée d'une cubique gauche et
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d’une droite directrice. Analoguement, il y aura six autres courbes composées d’une
cubique gauche et d’une génératrice.

Aingsi, dans un réseau de courbes gauches de quatrieme ordre, tracées sur une surface
quadrique, [*] il y a: 1.° douze courbes composées d’une cubique gauche et d’une droite;
2.0 dix courbes composées de deux coniques; 3.° vingt-quatre courbes avec rebroussement.

82. Si p est un point de la Hessienne, le cone ¥ est du 10° ordre et de la 16°
classe, avec 10 génératrices doubles (dirigées aux points doubles de la Hessienne) et
18 génératrices stationnaires. C'est-d-dire que dans um réseau de courbes gauches du
quatrieme ordre tracées sur un cone (quadrique polaire de p) il y en a: 1.° dixz composées
de deux coniques; 2.° dix-huit avec rebroussement; 3.9 siz composées d’une droite et d’une
cubique gauche (correspondantes aux six droites qui touchent la Hessienne en p et ail-
leurs (7)); 4.° deux avec rebroussement aw sommet du cone: celles-ci correspondent aux
deux droites qui osculent la Hessienne en p.

83. Si p est un point double de la Hessienne, cette surface est touchée en p par
un nombre infini de plans, dont I'enveloppe est un cone quadrique; la premiére polaire
de p aura donc un nombre infini de points doubles en ligne droite, c’'est-a-dire qu’elle
sera le systéme de deux plans se coupant suivant une droite =, située dans la Hes-
sienne: ainsi qu’il résulte méme de la théorie générale (56). Les points de cette droite
seront les poles d’autant de cones avec le sommet p; ces cones forment donc un fai-
sceau et passent par quatre droites, dont le systéme représente la courbe polaire de
w, Dans ce faisceau il y a trois systémes de deux plans: ces trois systémes seront les
quadriques polaires de trois points spéciaux de la droite =, doubles pour la Hessienne.
Les dix points doubles p sont donc distribués, trois & trois, sur les dix droites =; et cel-
les-ci passent, trois a trois, par les dix points p.

84. La Hessienne étant en général de la 16¢ classe, n’a pas d’autres points doubles,
outre les dix points p. Et de méme, elle ne contient pas d’autres droites, outre les
dix droites =. En effet, les quatre intersections d’une droite G avec la Hessienne cor-
respondent aux quatre cones qui passent par la courbe (du quatriéme ordre) polaire
de G. 8i G appartient entiérement & la Hessienne, aux points, en nombre infini, de
G correspondra un nombre infini de cones formant un faisceau et, par suite, ['°] ayant
le méme sommet. Ce sommet sera un point double pour la Hessienne, car cette surface
y serait touchée par les plans polaires de tous les points de G.

Un point double p n’est pas, en général, situé sur sa droite correspondante =; si
cela était, la premiére polaire de p serait un cone avec le sommet p, et par suite ce
point serait double pour la surface fondamentale.

85. Soient o, ¢ deux points correspondants de la Hessienne; les cones polaires de
0, 0' auront leurs sommets en ¢, 0 resp. et se perceront entre eux suivant une courbe
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gauche du quatriéme ordre; et les deux autres cones quadriques passant par cette
courbe seront les premiéres polaires des points », v ol la Hessienne est rencontrée
de nouveau par la droite oo'. Ces autres cones auront leurs sommets aux points «, v
qui correspondent a u, v. Les points 0 0'»'v' sont donc les sommets du tétraédre conjugué
aux quadriques passant par la courbe du quatriéme ordre, et par suite les plans o'u',
ou'w' sont les plans polaires de o, o’ respectivement. C’est pourquoi les plans fangents o
la Hessienne en 0,0 passeront par la droite w'v.

Puisque les plans polaires de o, o' passent par «, v, réciproquement les cones polai-
res de ', o' (dont les sommets sont u,v) passeront par o, ¢'; done, ils contiennent tout
entiére la droite oo'uv et se remcontreront de nouveau suivant une cubique gauche.

De ce que les cones polaires de «', v/ passent par la droite oo, il ’ensuit que le cone
polaire de cette droite aura son sommet (75) en # et en ¢/, c’est-a-dire qu’il se réduira
a la droite w'v'. Donc, les plans polaires des points de 00’ passent tous par la droite w''.

Les points oil la droite «'v' rencontre la Hessienne sont les poles des quatre cones
quadriques passant par la courbe du quatrieme ordre qui est la polaire de la droite
considérée; or, cette courbe se décomposant en deux parties (une droite et une cubique
gauche) il n’y a que deux cones quadriques passant par ce systéme; la droite w'v' est
donc tangente & la Hessienne en «' et v\

Ainsi, toute droite joignant deux points correspondants de la Hessienne jouit de la
propriété que les plans polaires de ses points passent par une droite fixe, qui est une
tangente double de la méme surface. )

86. Si u et v coincident, c’est-a-dire, si la droite oo est tangente a la Hessienne
(en un point « différent de o, 0'), les plans polaires des points de oo’ passeront par
une méme droite qai aura un contact du troisitme ordre (en «') avec la Hessienne.

Si u et v coincident en un point double p, les points u/, ' deviennent indéterminés
sur la droite correspondante = (83); or, les cones polaires de tous les points de cette
droite devant passer (85) par oo, il en suit que oo’ est Vune des quatre droites qui for-
ment la courbe polaire de = (83). '

87. Si o est un point parabolique de la surface fondamentale, son cone polaire a le
sommet au point correspondant o', passe par o et est touché suivant oo’ par le plan
polaire de o (5), savoir par le plan qui touche la Hessienne en o. Le cone polaire de
o' ayant son sommet en o, il s’ensuit que les cones polaires de ces deux points se cou-
peront suivant une courbe gauche dont o sera un point double. L'un des points u, v
coincide avec o; I'autre soit v. La droite ov' (=u'¢) est donc (85) tangente a la Hes-
sienne en o et v. Les plans qui touchent la surface fondamentale et la Hessienne en
o se coupent suivant ov', c’est-A-dire que cefte droite est tangente en o a la courbe pa-
rabolique (de la surface fondamentale).
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Soit @ le point ot la droite ov' rencontre de nouveau la surface fondamentale; la
premiére polaire de o passe par ® et par oo/, et par suite elle rencontre le plan 0o'v'
suivant deux droites, dont l'une est oo' et l'autre passe par o. Ce point © est donc
le point (unique) d'inflexion de la courbe du troisiéme ordre (avec rebroussement en o),
suivant laquelle la surface fondamentale est coupée par le plan stationnaire 00'v' *).

88. Dans un plan arbitraire B, combien de droites y a-t-il, analogues & oo’ (joignant
deuz points correspondants de la Hessienne)? Le plan E coupe la Hessienne suivant une
courbe du quatridme ordre a laquelle correspond (57) la courbe (gauche du sixiéme
ordre) de contact entre la Hessienne et la surface polaire pure du plan E. Soit o I'un
des points ol E rencontre cette derniére courbe; ce point, comme appartenant & E,
aura son correspondant o' sur la courbe du sixiéme ordre; et comme appartenant a
cette courbe, il aura son correspondant en E. D’out il suit que les six points communs
au plan E et & la courbe gauche du sixiéme ordre sont correspondants, deux a deux.
Mais d’un autre coté, deux points correspondants de la Hessienne sont conjugués par
rapport & une quadrique polaire quelconque; done, d’aprés un théoréme connu (da a
M. Hgssg), les six points dont il s’agit sont les sommets d’un quadrilatére complet;
et les diagonales de celui-ci sont les seules droites analogues & 00', contenues dans le plan
donné E. Les droites analogues 4 #'v' (85), qui correspondent aux droites oo' du plan E,
sont situées sur la surface polaire de E (et dans un méme plan tritangent de celle-ci),
parce que les plans polaires des points de E sont tangents a la surface polaire de
ce plan (77).

89. Le quadrilatére considéré est déterminé par les intersections de quatre quadri-
ques polaires quelconques (n'appartenant pas a un méme réseau) avec le plan E; on
sait en effet que, quatre coniques étant données dans un plan, il y a un quadrilatére
complet (unique) dont les diagonales sont rencontrées harmoniquement par chacune
des coniques données **).

Deux sommets opposés du quadrilatére étant conjugués par rapport aux coniques
suivant lesquelles le plan E coupe les quadriques polaires de ses points, il s’ensuit
que ce quadrilatére est inscrit & la courbe du troisieme ordre, Jacobienne du réseau
des coniques mentionnées et section de la surface polaire du plan E par ce méme plan.
" Or, les mémes six points (sommets du quadrilatére) sont situés dans la courbe plane
du quatridme ordre commune & E et & la Hessienne, qui est touchée par la surface
polaire de ce plan dans tous les points de la courbe gauche du sixiéme ordre; donc
ces six points sont autant de points de contact entre les courbes suivant lesquelles
E coupe sa surface polaire et la Hessienne.

"~ ¥ Et wv est la tangente stationnaire.
#¥) [ Mathem. Questions from the Educational Times IV, London 1866, p. 110].

Cremona, tomo III. 4
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11 suit de la que les cotés du quadrilatére rencontreront de nouveau la courbe plane
du quatriéme ordre en quatre points alignés sur une droite G; et cette courbe plane
appartiendra au faisceau déterminé par le systéme des quatre droites formant le qua-
drilatere et par le systéeme de la courbe du troisiéme ordre et de la droite G. Donc,
si cette derniére courbe a un point double a, ce qui arrive lorsque le plan E est tangent
en a a la surface fondamentale *), la droite polaire de @ par rapport a la courbe
plane du quatrieme ordre viendra se confondre avec la droite polaire du méme point
par rapport au systéme des quatre cdtés du quadrilatére (la polaire harmonique de a
par rapport au quadrilatére).

Mais d'ailleurs on sait que, si une cubique plane avec point double passe par les
sommets d'un quadrilatére complet, la dreite qui joint les trois points d’inflexion est
la polaire harmonique du point double par rapport au quadrilatére; donc la droite
polaire de a par rapport & la courbe plane du quatriéme ordre passera par les points
d’inflexion de la courbe du troisitme ordre, qui sont aussi les points d’inflexion de la
section de la surface fondamentale par E.

Ainsi: la droite, intersection d’un plan tangent a la surface fondamentale avec le plan
polaire du point de contact par rapport a la Hessienne, passe par les trois points d'infle-
xion de la section faite par le plan tangent dans la surface fondamentale.

Si le plan tangent est stationnaire, on retombe sur un théoréme déja démontré (87).

90. Dans un plan quelconque E, combien y a-t-il de droites analogues & u'v' (droites
dont la courbe polaire soit le systéme d’une- droite oo' et d’une cubique gauche)? Les
droites tracées dans le plan E correspondent aux courbes gauches du quatrieme ordre
passant par les huit poles du plan. On sait que ces huit poles sont tels que la cubique
gauche décrite par six d’entre eux rencontre deux fois la droite qui joint les deux autres.

Or, huit points combinés par couples donnent7—2'—§=28 courbes du quatriéme ordre
composées d'une droite et d’une cubique gauche. Le plan donné contient donc 28 droites
analogues & uw'v'; elles sont d’ailleurs les 28 tangentes doubles de la section de la Hes-
sienne par le plan E.

Cette section est de la 12¢ classe et a 24 points d’inflexion; on retrouve ainsi (80)
la propriété que dans un faisceau de courbes gauches du quatriéme ordre il y en a
12 avec point double; et de plus, on voit que parmi les courbes gauches de cet ordre,
qué passent par les huit intersections de trois surfaces quadriques, il y en a 24 qui ont
un rebroussement.

*) Si une cubique plane a un point double, toutes les coniques polaires passent par ce
point, qui est, par suite, double aussi pour la Jacobienne du réseau des polaires.
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91. Une droite quelconque G rencontre la Hessienne en quatre points abcd; soient
a't' ¢ d' les points correspondants. Puisque «'b'c d' sont les sommets des quatre cones d’un
méme faiscean de quadriques, le point o' sera le pole du plan &'¢d’ par rapport aux
cones polaires de b, ¢, d, c'est-a-dire que b'¢'d est le plan polaire mixte des couples
de points @'d, a'c, a'd: ou bien encore, b¢'d’ est le plan polaire de chacun des points
b, ¢, d par rapport au cone polaire de &'. Or ce cone a pour sommet le point a; le
plan ¥'c¢d' passe donc par a.

Ainsi si abed sont quatre points de la Hessienne en ligne droite, les points correspon-
dants a'b'c'd sont les sommets d'un tétraédre dont les faces b'cd', é¢d'a', d'a'l, o't'c
passent par a,b,c,d resp. ['6] _

92. Toutes les quadriques polaires passant par un point o forment un réseau; et
il y en a une qui est tangente en o & un plan donné arbitrairement. Cependant, si
o est un point de la Hessienne (et o' le point correspondant), toutes les premiéres
polaires passant par o y sont touchées (53) par des plans passant par la droite oo/,
et celles qui touchent en o un méme plan forment un faisceau et ont leurs poles sur
une droite tangente i la Hessienne en ¢'. D’ou il s’ensuit que la droite oo’ est la polaire
du plan tangent & la Hessienne en o par rapport au cone polaire de o, et aussi la
polaire du plan tangent a la méme surface en o' par rapport au cone polaire de o.
En d’autres termes: le plan tangent en o & la Hessienne et le plan tangent en ce méme
point & une quadrique polaire quelconque qui y passe, sont conjugués par rapport au
cone polaire de 0.

Réciproquement, foute droite tangente en o' a la Hessienne contient les poles d'un
nombre infini de quadriques polaires touchées en o par un seul et méme plan.

93. Soit p un point double de la Hessienne et = la droite correspondante (83).
Dés que chaque point de m correspond & p, les plans polaires de tous les points de =
seront tangents a la Hessienne en p (72), c’est-a-dire que le cone quadrique (osculateur),
formé par les droites osculatrices & la Hessienne en p, est le cone polaire de la droife .
Ce cone contient les trois droites = m,7; (analogues & = (83)) qui passent par p, car
tout point de ces droites est le pole d'un cone polaire dont le sommet est'un des
trois points doubles p, p, p; de la Hessienne, situés sur =.

94. Le plan polaire de p est tangent & la Hessienne tout le long de la droite =
(56) et, par suite, il coupera cette surface suivant une conique C. De méme, le plan
polaire de p, touchera la Hessienne suivant =,; or p, est un point de =; donc la Hes-
sienne et le cone polaire de © sont touchés le long des droites commumes T, T, Ts por
les mémes plans (les plans polaires de p., ps, ps).

95. Le point p et un point quelconque de = sont deux points correspondants de
la Hessienne; donc la droite qui joint ces points est le lieu des poles dont les plans
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polaires passent par une méme droite, tangente double de la Hessienne et située dans
le plan polaire de p (85). L’'un des points de contact est sur wn; 'autre appartiendra
a la conique C. Cest-a-dire qu’a toute droite tracée par p dans le plan p=, et consi-
dérée comme droite oo/, correspond comme droite «'v' une tangente de C. Soient o le
point ol la premiére droite rencontre =, et u le point ol la méme droite coupe de
nouveau la Hessienne (les points ¢ et » sont coincidents en p); « et o' les points ol
Ia deuxieéme droite touche C et coupe =, respectivement. On voit que la conique C a
pour courbe correspondante la cubique plane (lieu du point «) suivant laquelle le plan
-pw coupe la Hessienne. ' :

La droite »'v' est dans le plan polaire de o; or ce plan est tangent au cone polaire
de m; donc ce cone est touché par les droites analogues a #'v'; c’est-d-dire que la
conique C est la trace du cone sur le plan polaire de p.

Ainsi le cone osculateur & la Hessienne en un point double touche cette surface suivant
trois droites, et la coupe en outre suivant une cowique située dans le plan polaire du
point double.

96. Il y a d’autres propriétés du plan pm qui méritent d’étre remarquées.

Le cone polaire de «' passe par p; de plus, le plan polaire de p par rapport a
ce cone (savoir le plan tangent & ce cone suivant pu) est le plan polaire de «' par
rapport au cone polaire de p (11), c’est-a-dire, le plan pw. Ce dernier plan est done
tangent aux cones polaires de tous les points de la conique C, et les génératrices de
contact passent par p.

Dés que le plan pr touche en o les premiéres polaifes des points p et «', il touchera
en ce méme point les premiéres polaires de tous les points de la droite puw/, et les
coupera suivant des couples de droites en involution, dont les rayons doubles sont
op et w. Deux droites R, R' conjuguées dans cette involution appartiendront & une
premiére polaire dont le pole soit ¢ (point de pw'); concevons un plan passant par ¢
et par une tangente quelconque wu'»', de C. Les premiéres polaires de #',, v/, passent
ensemble (85) par la droite pu, qui correspond & «' v (de méme que pu & w?/); donc
les points ol cette droite rencontre R, R' seront deux poles du plan gu'o',. C'est-a-dire
que les plans polaires des points des droites R, R' enveloppent un seul et méme cone
gC. Tous les cones analogues passent par la conique C; celle-ci représente donc, elle
seule, ’enveloppe des plans polaires des points du plan pz. Ce qu’'on peut démontrer
aussi de la maniére suivante.

Le point double p a la propriété que toutes les quadriques polaires qui y passent,
y sont touchées par un méme plan pm (92); d’ou il résulte que, si par p on tire les
deux droites qui rencontrent, chacune deux fois, la courbe (gauche du quatriéme ordre)
polaire d'une droite quelconque T de l'espace, ces deux transversales seront toujours
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comprises dans le plan p=w, cest-a-dire que la courbe polaire d'une droite quelconque
a toujours deux cordes issues- de p et situées dans le plan pw. Soit pu l'une de ces
cordes; chacun des points oi elle s’appuie sur la courbe gauche aura son plan polaire
passant par T et par «'v' (ol il résulte que T coupe w''): mais ces deux droites
donnent un seul plan, donc les deux points ol pu traverse la courbe gauche sont les
poles d’'un méme plan passant par T. Deux de ces plans polaires (relatifs aux deux
droites pu) sont déterminés par les deux droites »'+v' qu’'on peut mener dans le plan
de C, par la trace de T, & toucher cette conique; donc, par une droite arbitraire T
passent deux seuls plans ayant des poles dans le plan pw, et ces plans sont tangents
3 C; en d’'autres termes, cette conique est Uenveloppe complet des plans polaires des
points du plan pr.

Un point quelconque du plan polaire de p appartient & deux droites «'' (tangentes
de C), et par suite la.quadrique polaire de ce point passera par les deux droites pu
correspondantes (85), c’est-d-dire qu’elle sera tangente en p au plan p=n. Le lieu des
points dont les premicres polaires touchent le plan pn est done composé: 1.° du cone pC,
dont les points ont leurs quadriques polaires tangentes au plan pw, avec le point de contact
sur la droite m; 2.° du plan polaire de p, dans lequel les points de la conique C sont
les poles-de cones polaires tangenis au plan pm suivant des droites issues de p, tandis
que les quadriques polaires des autres points du méme plan touchent le plan pn en p.

Il est évident, d’apréé ce qui précéde, que la courbe gauche du sixiéme ordre qui
en général (47) est la courbe de contact entre la Hessienne et la surface polaire d'un
plan, lorsque ce plan est pw, se réduit au systéme  des quatre droites w=, m,m; et de
la eonique C. ’

97. Une droite mende arbitrairement par le point double p rencontrera la Hessienne
en deux autres points ¢, d; soient ¢, d' les points correspondants. Les premiéres polaires
des points de la droite ped passent par deux coniques situées dans deux plans qui
forment la quadrique polaire de p et qui passent par = (83); et dans le faisceau de
ces premiéres polaires, les points dont le plan polaire est constant par rapport & ces
surfaces, sont 1.° les points ¢, d' (sommets des cones du faisceau), dont les plans polaires
relatifs aux quadriques du faisceau sont nd', ¢’ respectivement, et 2.° les points de =, dont
les plans polaires relatifs aux mémes quadriques passent par la droite ¢d. Le plan
nmd est donc le plan polaire mixte des points d ¢, ¢’est-a-dire qu’il est le plan polaire
de d par rapport au cone polaire de ¢, dont le sommet est ¢. II résulte d'ici que le
plan wd' passe par ¢; et analoguement le plan mc' passera par d.

En outre, si =z est un point quelconque de =, le plan polaire de a par rapport
au cone polaire de ¢ passe par ¢d'; en d’autres termes, ¢'d’ est dans le plan polaire
de ¢ par rapport au cone polaire de z, dont le sommet est p. Donc les points pc'd
sont en ligne droite. Ainsi:
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Si une droite menée par le point double p rencontre la Hessienne en ¢, d, les points
correspondants ¢, d sont aussi en ligne droite avec p; et les droites ¢d', ¢d se rencontrent
sur la droite .

98. Ces conclusions subsistent méme si le point ¢ tombe sur une droite =,: une
des droites de la Hessienne, différente de m (correspondante a p) et de m,m, =, (qui
passent par p), savoir correspondante a4 un point double p, situé, par ex., sur =,. Alors,
. ¢ devient le point double p,, et d' est un point de la droite =,. Ce méme point d’
est le pole d’'une premiére polaire avec le point double d; or, les points non-doubles
de m ont pour quadriques polaires des cones de sommet p,; donc d' est le troisiéme
point double ps situé sur w,, et par suite d tombe sur la droite =s.

Si le point ¢ est variable sur =, les points ¢ (=p,) et d' (=p,), situés tous les
deux sur la droite fixe m,, restent invariables; ainsi d ne sortira pas de m. D’out il
résulte que les droites w, et w; sont dans un méme plan passant par p. Ce plan doit
en outre couper la Hessienne suivant une ligne de second ordre avec un point double
en p; cette ligne sera donc le systéme de deux droites, qui nécessairement se confon-
dent avec w, et =;.

Le point commun aux droites , et @ est le pole d’'une quadrique polaire avec
point double en p, et ps, savoir d’une quadrique composée de deux plans passant par
w5 ainsi ce point commun & =, et m; sera p, (situé sur =).

Les droites mymamyTs forment done un quadrilatére plan complet, dont les sommets
sont siz points doubles de la Hessienne. Deux sommets opposés sont des points correspon-
dants, c’est-a-dire que chacun d’eux appartient & la droite correspondante & Uautre.

Quel est le nombre des plans analogues & celui qui contient les quatre droites
%, w3, 7 Par chacun des points p passent trois de ces plans, et chaque plan contient
3.10

6 =5.

Ou bien encore: deux tels plans passent par chaque droite =, et chaque plan con-

six points p: le nombre des plans est donc

tient quatre droites m; le nombre des plans est donc 2—41—0-——5

Ces cing plans forment un pentapdre (découvert la premiére fois par M. SYLVESTER)
dont les sommets et les arétes sont les dix points p et les dixz droites © respectivement.

De ces cinq plans, trois passent par p et les deux autres par =; donc le sommet
commun & trois faces du pentaédre a pour droite correspondante I'intersection des deux
autres faces.

99. Lorsqu'on veut considérer le systéme de ces cing plans, il est convenable de
les représenter par les nombres 1, 2,3, 4,5, de sorte que les dix sommets p (points
doubles de la Hessienne) et les dix arétes opposées respectivement (droites = corres-
pondantes) seront désignées par
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123 124 125 134 135 145 234 235 245 345
45 35 34 2 24 23 15 14 13 12.

Un point quelconque de la droite 12 a pour quadrique polaire un cone conjugué
au triddre (83) formé par les plans 345; et de méme les cones polaires dont les poles
soient pris arbitrairement sur les droites 13, 14, 15 sont conjugués aux tridédres
245, 235, 234, respectivement. D'ott il s’ensuit que toutes les quadriques polaires du
réseau déterminé par ces quatre cones, savoir les quadriques polaires de tous les points,
du plan 1 sont conjuguées & un seul et méme tétraddre, qui est formé par les plans 2345.

Les plans 1, 2, 3, 4, b sont les seuls doués de cette propriété que les quadrigues
polaires de tous les points de chacun d’eux soient conjuguées & un méme tétraédre (formé
par les autres quatre plans); parce qu'on démontre que, si les quadriques polaires d'un
réseau sont conjuguées & un seul et méme tétraddre, les arétes de celui-ci sont situées
dans la Hessienne. Cette surface est, en effet, la Jacobienne (37) du systéme linéaire
déterminé par le dit réseau et par une autre quadrique polaire quelconque S (étrangére
au réseau). Or, si on prend sur I'une des arétes du tétraédre un point o, et sur
Paréte opposée le point o ol celle-ci est coupée par le plan polaire de o par rapport
a S, les points o, o' seront conjugués par rapport a toutes les surfaces du systéme, et
par suite ils appartiendront & la Hessienne.

100. Nous avons constaté (85, 90) que toute droite bhitangente a la Hessienne a la
propriété d’étre I’enveloppe des plans polaires des points d'une autre droite (qui joint
deux points correspondants de la surface). Parmi les droites douées de cette propriété
il y a les dix arétes du pentaddre et les quinze diagonales de ses faces. Chaque aréte,
comme 12, correspond 4 un faisceau de cones polaires (83) dont la base est le systéme
de quatre droites concourant au point correspondant 345; et réciproquement (3) les
plans polaires des points de chacune de ces quatre droites passeront par la droite 12.
Chaque diagonale, comme {123}{145}, correspond & un faisceau de quadriques po-
laires (qui ne sont pas cones) dont la base est le systéme des quatre droites, inter-
sections des deux couples de plans qui forment les quadriques polaires des points
123, 145; et réciproquement, les plans polaires des points de ces quatre droites pas-
seront tous par la diagonale considérée.

101. Nous avons vu qu’a une droite quelconque ped passant par le point double
p correspond une droite pcdd (97), et il résulte de ce qui précede (98) que, si la droite
ped tombe dans 1'une des faces du triedre m,m,ms, la droite pc'd’ coincide avec I'aréte
opposée du méme triddre. Réciproquement, si pcd est 1'une des droites =, @, 75, 1a droite
pc'd est indéterminée parmi celles qui passent par p et qui sont situées dans le plan
des deux autres droites .

Si ped coincide avec pc'd', c'est-a-dire si ¢, d sont deux points correspondants, ped
sera (86) I'une des quatre droites par lesquelles passent les cones polaires de sommet p.
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Si ped est menée dans le plan pm, le point ¢ coincide avec p, et par suite pc'd’'
est osculatrice & la Hessienne en p; donc, si ped est variable (autour de p) dans le
plan pw, la droite pc'd’ engendre le cone polaire de =. Et, pendant que ¢ parcourt
w, et que ¢ décrit une cubique plane avec un point double en p, le point d' engendrera
la conique C intersection du cone susdit avec la Hessienne (95). Lorsque ped est oscu-
latrice a la Hessienne, c’est-a-dire qu’elle touche en p une des branches de la cubique
.Plane, le point d tombe en p et par suite d en w; d’ou il résulte que les deux inter-
sections de la conique C avec la droite @ correspondent aux deux points de la cubique
plane, infiniment voisins de p.

102. 8i la droite ped est variable dans un plan E (par p) la droite pc'd’ engendrera
un cone passant par =, T,, %3, 4 cause des trois droites suivant lesquelles E coupe
les faces du triedre m,m,m; (101). Ce cone est déterminé par deux autres génératrices,
parce que deux droites passant par p déterminent le plan E. Les cones, qui de cette
maniere correspondent a4 deux plans E, E,, ont une seule génératrice commune (outre
Ty, Ty, W3), qui est la droite pc'd' correspondante a 'intersection ped des deux plans
Done, ces cones correspondants aux plans E sont du second ordre.

Ainsi nous avons wune transformation de figures formées par des droites (et des plans
et des cones) issues du point p. A une droite corrvespond une droite, & un plan corre-
spond un cone quadrique circonscrit aw triedre w T, s, €f réciproquement.

Dés que les points ¢, et de méme dd, sont conjugués par rapport i toute qua-
drique polaire, les droites ped, pc'd' seront conjuguées par rapport & tous les cones polaires
de sommet p. Ces cones forment un faisceau et passent par les quatre droites qui corre-
spondent a elles-mémes; et ces quatre droites forment un angle solide dont les droites
diagonales sont =,, ,, @, (intersections des couples de plans qui font partie du faisceau
et qui sont les quadriques polaires de p., p., ps). Ainsi, le cone quadrique, circonscrit
aw triedre m Woms, qui correspond” & un plan B est le liew des droites polaires de ce plan
par rapport aux cones du faisceau. Par conséquent, ce cone coupe les plans m, 7ts, 3w, ™%,
suivant les droites conjuguées aux intersections de ceux-ci avec E, par rapport aux
couples de droites w,ms, m;T,, T, T, respectivement ['7]; le méme cone rencontre le plan
E suivant deux droites correspondantes, dont chacune est une génératrice de contact
entre E et un cone du faisceau; les plans passant par =z, et resp. par deux droites
correspondantes forment un systeme harmonique avec les plans =, w,, m 7;; ete.

103. Considérons un cone cubique (du troisiéme ordre) passant par les six droites
PP1s PP2y PP3s T,y Bpy T3, €t touché suivant les trois derniéres par les plans polaires de
D1, Posps ¥); soit ped une génératrice de ce cone. Le plan mc coupe la Hessienne et

*) Les cones cubiques analogues forment un faisceau, car les conditions communes sont
équivalentes & neuf droites par lesquelles passent le systéme de trois plans m,my, 137, 17y, et
le systéme du plan pn et du cone polaire de la droite =,
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“ce cone suivant deux cubiques ayant sept points communs, dont trois ont les mémes
tangentes; donc ces cubiques coincident ensemble. C’est-a-dire que le cone cubique ren-
contre la Hessienne suivant une courbe plane (du troisiéme ordre) dont le plan est =e,
et, par suite, swivant wne autre courbe ‘plane (du méme ordre), dont le plan sera =d.
Chacun de ces deux plans suffit évidemment pour déterminer (d’une maniére unique)
le cone cubique et Pautre plan; donc, ces couples de plans, contenant les courbes d’inter-
section de la Hessienne avec les cones cubiques du faiscean dont il s'agit, forment une
involution, dont les plans doubles contiendront les courbes de contact entre la Hes-
sienne et deux cones du faisceau. C’est-d-dire que les tangentes qu'on peut mener o
lo, Hessienne, du point p, forment deux cones cubiques, et les courbes de contact sont dans
deux plans passant par w; le systdme de ces deux plans est donc [*¥] la quadrique
polaire du point p. Ainsi, la quadrique polaire de p est constituée par deux plans formant
un systeme harmonique avec les dewx plans qui contiennent les deux cubiques planes
appartenant & un méme cone cubique du [aiscequ.

.Parmi les cones de ce faisceau il y a celui qui est formé par le plan p= avec le
cone polaire de =; les plans des sections qui y correspondent sont le plan px et le plan
polaire de p, Un autre cone du méme faisceau est le triedre w,m,m;, formé par les
trois faces du pentaédre (98) qui concourent en p; les sections correspondantes sont
dans les deux autres faces du pentaédre (qui passent par =), et chacune d’elles est le
systéme de trois droites. D’oi I'on tire que les deuz plans formant la quadrique polaire
de p, et les deux faces du pentacdre qui passent par w forment un systéme harmonique.

104. Les plans we, =d passent respectivement par d', ¢ (97); done, le cone cubique
(du faisceau mentionné) qui passe par ped passe aussi par pc'd'; c’est-a-dire que (102)
ce cone correspond & lui-méme. On conclut d’ici et des propriétés connues des cubiques
planes *) que les plans tangents & notre cone suivant deux droites correspondantes
ped, ped', se coupent suivant une génératrice du méme cone; que tout cone quadrique
circonscrit au triédre w,w,m; coupe le cone cubique suivant les trois génératrices de
contact de ce cone avec un seul et méme cone de second ordre; et que ces trois géné-
ratrices forment un trieédre dont les faces rencontrent le cone cubique suivant trois
nouvelles droites situées dans le plan qui correspond au premier cone quadrique. Ete.

105. Nous ferons maintenant quelques remarques sur la surface polaire d’un plan quel-
conque K passant par le point double p. Ce point étant le sommet d’un nombre infini de
cones polaires, dont les poles sont les points de x, la surface polaire passera par cette droite
et sera touchée suivant celle-ci par le plan polaire de p. La méme surface passe en

*) On peut, en effet, considérer le cone cubique comme Jacobienne d’un réseau de cones
quadriques (de sommet p) auquel appartienne le faisceau des cones polaires des points de .
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la premiére courbe coupe en trois points la droite qui n’est pas rencontrée par 'autre
courbe. Les deux courbes gauches ont huit points communs. Mais une courbe Cs , et
une courbe G, o ne pewvent pas étre situées a la fois sur deux surfaces du troisieme ordre.

Comme cas particulier du précédent, I'intersection des surfaces Fy, Fj peut se compo-
ser d’une courbe C; ., d'une cubique gauche et d'une droite rencontrée deux fois par
chacune des courbes gauches. Celles-ci ont six points communs.

128. Mais il y a lieu de considérer d’autres courbes gauches du cinquiéme ordre,
différentes de C; ,. En effet, si F§ passe par une droite et par une cubique gauche,
situées dans F;, D’intersection sera complétée par une courbe gauche du cinguiéme
ordre, qui est (127) du second genre en cas que la droite et la cubique gauche aient
deux points communs. Mais, si la droite coupe une seule fois ou ne coupe pas la cubique
gauche, on a des courbes gauches d’un genre inférieur.

Le premier cas a lieu par ex. si la courbe plane du neuviéme ordre correspondante
a la complete intersection de F; et F3 est composée de la conique 23456 (qui correspond
a la droite &,), d’'une courbe de quatriéme ordre 1°223°456 (qui correspond & une
cubique gauche appuyée & b, en un point) et d’une cubique 1456; & celle-ci corres-
pondra donc une courbe gauche Cs | du cinguieme ordre et du premier genre, qui coupe
la cubique gauche en sept [28] points et la droite en trois points. On obtient cette
méme courbe Cs, ., lorsque les deux surfaces cubiques ont en commun une courbe C, o;
les deux courbes gauches ont alors dix points communs, et la premiere courbe rencontre
en 0, 1, 2, 3 points les mémes droites que ’autre coupe en 3, 2, 1, 0 points respecti-
vement.

On aura le dernier cas si par ex. la courbe plane du neuviéme ordre se décompose
dans les trois lignes suivantes: la conique 23456, qui correspond & la droite 4,; une
courbe 1*2?3°4°5°6* du cinquiéme ordre, qui correspond a une cubique gauche n’ayant
aucun point commun avec la droite b,; et une conique passant par le point 1, a laquelle
correspondra par suite une courbe gauche Cs , du cinquieme ordre et du genre 0. Cette
courbe coupe la cubique gauche en huit points, la droite &, en quatre points, les droites
b, ..., bs en trois points, les droites ¢, ..., ¢ en deux points, les droites a,, ¢y, ..., i
en un seul point, et les autres droites a.,...,d; en aucun point.

De ces trois courbes gauches C; ,, Cs.1, Cs 5, du cinquieme ordre ce n’est que la
premiére qui est située sur une surface quadrique. Elle a quatre points doubles apparents
(c’est-a-dire que par un point arbitraire de I’espace on peut mener quatre droites a
rencontrer la courbe deux fois), au lieu que la deuxiéme en a cinq et la troisiéme
six. La troisieme, la plus simple de toutes, est la seule qui admette une droite qui
la coupe en quatre points.

129. Cette méthode d’étudier sur le plan E les propriétés des courbes tracées sur F,
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est si évidente et si facile, que nous nous bornerons désormais & énoncer des résultats.
~ Ainsi, pour obtenir les courbes gauches du sixiéme ordre qui font partie de I'intersection
de deux surfaces cubiques, il faudra considérer les cas suivants:

1.2 Les surfaces Fs, ¥3 ont en commun une section plane;’autre partie de I'intersection
est alors wume courbe gauche Cg ( du siziéme ordre et du qualriéme gemre, qui résulte
aussi de la rencontre de F; avec une surface quadrique (122);

2.° Les surfaces Fs, FS ont en commun une cubique gauche; elles se couperont aussi
suivant une courbe gauche Cq 5 du sixieme ordre et du troisieme genre, qui a huit points
communs avec la cubique gauche et coupe en 1, 2, 3 points les mémes droites que
la cubique rencontre en 2, 1, O points respectivement. D’ou il suit que Cg, 3, de méme
que la cubique, correspond & un certain double-six.

3.° Les surfaces F;, Fj passent a la fois par une droite et une conique qui n’ont
aucun point commun. L’intersection est alors complétée par une courbe gauche Cg o du
sixieme ordre et du second genre, qui coupe la conique en six points et la droite donnée
en quatre points. Parmi les autres droites il y a 8, 9, 8, 1 qui sont rencontrées en
3,2, 1, 0 points respectivement.

4.° Les surfaces Fs, F3 ont en commun trois droites qui ne se coupent pas; elles
se rencontreront en outre suivant une courbe gauche Cq | du sixzieme ovdre et du premier
genre, qui coupe chacune des trois droites données en quatre points, etc.

De ces quatre courbes gauches du sixieme ordre, la premiere seule est située sur
une surface quadrique. Elles ont respectivement six, sept, huit, neuf points doubles
apparents.

La courbe C; ; est celle que nous avons rencontrée ailleurs (25, 78, 107) comme
lien des sommets des cones quadriques d’'un réseau. La courbe plane correspondante
peut étre une courbe générale du quatriéme ordre (passant par les six points fon-
damentaux); d’ou il résulte que, comme par ex. cette courbe plane a 28 tangentes doubles
et 24 tangentes stationnaires, de méme parmi les cubiques gauches qui coupent en
deux points les droites de F; que Cg, s rencontre trois fois, il y en a 28 qui touchent
Cs,s en deux points, et 24 qui ont avec cette courbe un contact du second ordre.

De méme que pour les cubiques gauches, chaque double-six détermine deux systemes
conjugués de courbes du sixieme ordre et troisieme genre. Deux courbes appartenant a
deux systémes conjugués ont quatorze [2°] points communs et forment la complete
intersection de F; avec une surface du quatriéme ordre.

130. 11 y a aussi une courbe gauche du sixieme ordre et du genre O, mais elle n’est
pas situde a la fois sur deux surfaces cubiques. On obtient cette courbe, en faisant
passer une surface du quatriéme ordre par trois droites, comme b, by, bg, qui ne se

~

coupent pas, et par une cubique gauche (correspondante & une courbe 1°2°3°456
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du quatridme ordre) qui rencontre chacune de ces droites en un point. La eourbe gauche
résultante C;,, correspond & une conique qui ne passe par aucun des points fondamentaux,
et coupe la cubique gauche en huit points. Des 27 droites de Fs, il y en a 6, 6, 15
rencontrées par C; , en 4,0,2 points respectivement. Cette courbe C; , a dix points
doubles apparents.

131. De Pintersection des deux surfaces cubiques F;, Fjil ne peut résulter plus
que deuwx courbes gauches du septieme ordre C, s et Cy 4, et une seule courbe gauche du
huitieme ordre Cg .; on obtient ces courbes en faisant passer F} par une conique, ou
par deux droites qui ne se coupent pas, ou par une droite (de F;) respectivement [°].

11 y a, sur I, 27 systémes de courbes analogues a C; -, chaque systéme correspondant
4 une.droite de Fj. Si le systéme est donné, la courbe est déterminée par quatorze
points. Deux courbes d'un méme systéme ont vingt points communs.

L’intersection de F; avec des surfaces d’ordres supérieurs donne d’autres courbes
du 7°, 8%, 9°,...ordre. Par ex., si par deux droites qui ne se coupent pas et par une
cubique gauche qui ne rencontre aucune de ces droites, on fait passer une surface du
quatriéme ordre, on a une courbe gauche C, , du septiéme ordre ef du premier genre, qui
coupe la cubique en onze points et chacune des droites données en cing points. Si
par trois droites qui ne se coupent pas et par une courbe C, , qui rencontre deux de
ces droites en un point et ne rencontre pas la troisiéme, on fait passer une surface
du cinquiéme ordre, I'intersection sera complétée par une courbe gauche Cs , du huitieme
ordre et du premier gemre, qui coupe C, , en seize points, les deux premitres droites
en cing points et la troisicme en six. Enfin, on obtient une courbe gauche du neuviéme
ordre et du premier genve, lorsque l'intersection de F; par une surface du sixidme ordre
se décompose en deux courbes du méme ordre [3!]; etc. etc.

132. On vient de voir qu'a une méme courbe sur F;, dont I'ordre et le genre soient
donnés, correspondent en E des courbes planes d’ordres différents, mais toujours d’un
méme genre *). En nous bornant & considérer, pour chaque genre, la courbe plane de
Pordre le plus petit possible, nous pourrons donner le résumé suivant:

1.0 4 une droite en E correspond, en ¥y, une conique ou une cubique gauche, suivant
que la droite passe ou ne passe pas par un des points fondamentaux.

2.2 A une conique en K correspond, en ¥s, une courbe gauche Cy 4, ou Cs o, ou Gy o, [32]
suivant que la conique passe par 2, 1, 0 points fondamentauz.

3.2 A ume cubique (générale) en E correspond, en ¥y, une cubique plane C, ;, ou une
courbe gauche Cy y, ou Cs 1, ou Gy, 0u Gy 1, ou Cg o, ou Cy o, suivant que la cubique
donnée passe par 6,5, 4, 3, 2, 1, 0 points fondamentouz.

Ete. etc. '

*) [Teoria geom. delle superficie, 54].
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133. Soit en général donnée, dans le plan E, une courbe d’ordre %, qui passe o, 0.,
fois par les points 1, 2, ... 6 respectivement et qui ‘est douée de d points doubles
et & points de rebroussement, situés ailleurs. L’ordre de la courbe gauche correspondante
en F; sera évidemment 3n—2Xa, et son genre sera celui méme de la courbe plane, savoir

1 1
—2—( ——1)(n——-2)——52a(a—1)—-(d—}—k).

Or, une courbe gauche d’ordre Sn—2Xa, douée de d points doubles, & rebroussements
et h points doubles apparents, est du genre donné par la formule

(Bn—2a—1)B3n—2La—2)—(h+d-+k),

DO =

done

b=t —8n(Za-t 1) ¢ (Bart- 1 4§ (Sot—1),

Connaissant, de cette maniére, 'ordre de la courbe gauche (désignons-le par m) et les
nombres des points doubles effectifs et apparents, on peut, d’aprés les formules dues
a M. CaviEy, calculer les autres caractéristiques de la courbe; savoir

Pordre de la développable osculatrice

p=mm—1)—2(h~+d)-—3k=n(n--3)—Ia(a+1)—(2d-+3%),
la classe de cette développable
v=38m(m —2)—6(h-+d)—8k=3(n*—Za*)— (6d-|-8%),
le nombre des plans osculateurs stationnaires
s=k+42(v—m)=6n(n—1)—22a(8a—1)—3(4d-}5%),

la classe de la développable bitangente
1
y=h+5—m)(p+m—9)-+d
= —;—n (n*—1) (n—[—G)—I—%Za? (T 1)——% [2d+-3k—~+-Zo(a-+1)][20° --61n—9—2d— 8k—Y o]
+ %Ea(2d+3k+2a—7)—}—d,

Cremona, tomo III. 6
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le nombre des plans qui touchent la courbe en trois points
t:% [(e—2)y—pBv+m)-+6v+10(s-Fm)], ete. ete.

Réciproquement, ces nombres expriment aussi des propriétés de la courbe plane
donnée; c'est-a-dire que dans le systéme des cubiques passant par les six points
123456, il y en a o qui ont un contact du troisidme ordre avec la courbe donnée,
et ¢ qui touchent cette courbe en trois points distincts; que dans un réseau de ces
cubiques, il y en a v qui ont un contact du second ordre avec la courbe donnée, et y
qui la touchent en deux points distincts; et que dans un faisceau de ces mémes cubiques,
il y en a p qui sont tangentes 4 la courbe donnée. '

Observons en outre que la courbe plane donnée passe o, fois par le point fonda-
mental r, coupe en 2n—(Xo—a,) points (différents des points fond.) la conique qui
passe par les points fond. excepté », et coupe en n—/(a, o) points (différents des
points fond.) la droite rs; donc la courbe gauche correspondante rencontrera la droite a,
en o, points, la droite b, en 2n - a, —Xa points et la droite ¢, en n— (o, - a,) points.

134. Qu’il nous soit permis de faire mention spéciale du cas dans lequel tous les o
sont nuls, c'est-a-dire que la courbe plane ne passe par aucun des points fondamentaux.
Alors, la courbe gauche, qui est de Uordre 3w, correspond & un certain double-siz, dont
elle coupe 2n fois les droites d'un siz, et ne rencontre pas les droites de Uautre six; tandis
que chacune des autres quinge droites est rencontrée par la courbe gauche en n points.
C’haque' double-siz détermine donc deux systémes conjugués de courbes gauches analogues;

n(n--3)

si le systeme est donné, il y a une (seule) courbe qui passe par — 5 points donnés

arbitrairement; et deux courbes d'un méme systéme ont »* points communs.

La courbe gauche d’ordre 3, correspondante a la courbe plane d’ordre » qui ne
passe par aucun point fond. et la courbe gauche du méme ordre, correspondante & une
courbe plane d’ordre H» qui passe 2# fois par chaque point fond., forment ensemble
I'intersection compléte de I, avec une surface d’ordre 2n, et appartiennent a deux
systémes conjugués (relatifs au méme double-six). Ces deux courbes gauches ont 5#n?
points communs. Si elles n’ont pas de points doubles (c’est-a-dire, si les courbes planes
correspondantes n’en ont pas au dehors des points fond.), ou bien si elles en ont le
méme nombre, toutes les caractéristiques seront communes aux deux courbes gauches.
Ces caractéristiques sont (en supposant qu’il n’y ait pas de points doubles):

ordre 3n,

genre % (n—1)(n—2),

nombre des points doubles apparents n(4n—3),
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ordre de la développable osculatrice n(n--3),
classe de cette développable 3%7
nombre des plans osculateurs stationnaires 6#(r—1),

classe de la développable bitangente %n(nzm 1)(n-+-6),

nombre des plans tritangents é—n(n—l)(n"—# 10%° -+ Tn*—T4n--48),

etc.
CHAPITRE NEUVIEME.

Surfaces quadriques qui coupent une surface du troisieme ordre

suivant des comniques.

185. Deux coniques situées dans une surface domnée Iy du troisieme ordre et dans
deux plans passant par dewx droites (de la surface), qui, comme a,, by, se coupent, ont
toujours deux points communs: puisque la droite commune aux deux plans rencontre
chaque conique en deux points, et d’ailleurs cette droite ne rencontre F, qu’en deux
points, outre le point @,b,; ces deux points sont donc communs aux deux coniques.
Et réciproquement, si deux coniques (de la surface) ont deux points communs, la droite
qui joint ces points, étant 1’intersection des plans des coniques, coupera la surface
en un troisiéme point qui sera commun aux deux droites de la surface, situées dans
ces plans. ) v

Au contraire, deux coniques (de la surface) situées dans deux plans passant par
deux droites qui, comme a,, a,, ne se coupent pas, ont un seul point commun, ainsi
qu'on a déja remarqué (118). Et deux coniques situées dans deux plans passant par
une méme droite @, n’ont aucun point commun, car elles coupent a, suivant deux
couples de points conjugués d'une certaine invelution (109).

Par conséquent, une droite de la surface, comme a,, rencontre en deux points toute
conique située dans un plan passant par a,, et en un seul point toute conique située
dans un plan passant par une droite qui ne coupe pas a,; mais la méme droite a,
ne rencontre pas les coniques dont les plans passent par des droites appuyées sur a,.

136. Deux coniques (de F;) situées dans deux plans passant par a,, by, respective-
ment, ayant‘deux points communs, forment la base d’un faisceau de surfaces quadriques,
dont chacune coupera F; suivant une troisiéme conique située dans un plan passant
par la droite ¢;; qui rencontre a, et b, *). Cette troisieéme conique peut étre choisie arbi-

#) Les plans des trois coniques forment une surface cubique qui coupe Fy suivant troig
coniques et trois droites; les trois coniques étant dans une surface quadrique, les trois droites
seront dans un plan (11. nofe).
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trairement; car, la base du faisceau contenant quatre points de toute conique située
dans un plan passant par ¢, un autre point quelconque de celle-ci suffit pour déterminer
la quadrique (du faisceau) qui passe par cette conique. Il y & donc une (seule) surface
quadrique qui passe par trois cowiques Ssituées dans trois plans wmenés arbitrairement
par a,, by, ¢, respectivement. Réciproquement, si une surface quadrique rencontre T,
suivant trois coniques, les plans de celles-ci couperont de nouveau F, suivant trois
droites situées dans un méme plan (11. nofe). D’out il résulte que trois couples quel-
conques de points conjugués des involutions, qui sont marquées sur a., b,, ¢ resp.
par les coniques de la surface (109), appartiennent a une méme courbe du second
ordre (qui n’est pas située sur Fs).

137. Soient A, B deux plans bitangents de Fs, menés 'un par a, et I'autre par
b,; par les deux coniques (A), (B), contenues dans ces plans, on pourra faire passer
deux cones quadriques, dont les sommets seront sur la droite réciproque de I’intersection
AB, par rapport 4 une surface quelconque du second ordre passant par (A) et (B).
Nous pouvons fixer arbitrairement un plan C passant par ¢y, ; et la surface quadrique
(ABC) passant par les coniques (A), (B), (C) suffira pour déterminer la droite qui
joint les sommets des deux cones.

Si Pon fait tourner le plan B autour de &, la quadrique (ABC) engendrera un
faisceau (AC), et la droite AB produira, dans le plan A et autour du point a,b,, un
autre faisceau projectif au précédent. Les droites de ce faisceau sont coupées par la
droite A G en des points dont les plans polaires, par rapport aux surfaces correspondantes
du faisceau (AC), passent par une méme droite (la réciproque de AC par rapport aux
quadriques (A C)); et semblablement les plans polaires du point @,bs, par rapport aux
quadriques (A C), passent par une méme droite. Donc les plans polaires des points a0,
et ABC, par rapport a la surface (ABC), si B est variable, engendreront deux faisceaux
projectifs, et par suite le liew de la droite véciproque de AB est un hyperboloide J, ,
dont les génératrices de Uautre systéme sont évidemment les droites réciprogues de AC
par rapport & la quadriqgue (ABC), o le plan C soit variable autour de cy,. Les droites
AB, AC se coupent au point ABC; leurs réciproques seront par suite dans le plan
polaire de ce point par rapport a la surface (ABC). L'hyperboloide J, est donc Pen-
veloppe du plan polaire du point ABC par rapport & la quadrique (ABC), on A est fize,
B et C variables.

Un point quelconque de I'espace est I’intersection de trois plans A, B, C, qui donnent
une quadrique (ABC); et réciproquement, toute surface (ABC) détermine un point de
Pespace. L’hyperboloide J, est Uenveloppe des plans polaires des points du plan A par
rapport aux surfaces (ABC) qui correspondent & ces points.

Deés que les droites réciproques de AB, AC sont situées dans le plan polaire du
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point ABC par rapport & la quadrique (ABC), le point commun & ces réciproques est
le pole du plan A par rapport & la méme surface; I’hyperboloide J, est donc le liew
des poles du plan fize A par rapport aux quadrigues (ABC).

Les surfaces (ABC) passent par la conique fixe (A), donc les plans polaires du
point @,b, se coupent suivant la droite polaire de ce point par rappert & la conique
(A). D’ou il résulte que I'hyperboloide J, rencontre le plan A suivant la droite polaire
du point a,b, par rapport a la conique (A), et analoguement suivant la droite polaire
du point a@,c, par rapport a la méme conique.

138. Désignons par o le point b,cy; une droite quelconque of est 1'intersection de
deux plans B, C. Soient [, m, » les points conjugués harmoniques de o par rapport
aux couples de points d’intersection des coniques (B), (C) avec les droites of, by, c1o;
les droites m, In seront alors les polaires du point o par rapport a ces coniques, et
par suite Imn sera le plan polaire de o par rapport aux quadriques du faisceau (BC).
En outre, si 'on méne par o dans le plan B une droite quelconque, qui coupera la
conique (B) et par suite la surface ¥; en deux points, le point conjugué harmonique
de o, par rapport a ces intersections, tombera sur Im; donc Im et de méme In appar-
tiennent 4 la quadrique O, premiére polaire de o par rapport & Fy; en d’autres termes,
le plan Imn est tangent en [ & cette quadrique polaire. D’otut il résulte que les plans
polaires du point o par rapport & toutes les quadriques (ABC), quels que soient A, B, C,
enveloppent la gquadrique polaire de o.

On se souvient que '’hyperboloide J, est 'enveloppe du plan polaire du point ABC
par rapport aux quadriques (ABC), A étant fixe; or, si le plan A vient coincider avec le
plan tritangent a,b,c;; (dans lequel cas, la quadrique (ABC) se réduit aux deux plans
B, C), tous les points ABC tombent sur o; done, I’hyperboloide J , correspondant au plan
A=a,bycy,, West autre que la quadrique O polaire de o.

139. Si le plan lmn est mobile autour d’un point fixe i de I’espace, son enveloppe
sera un cone circonserit a la quadrique Ojle point ! décrira la conique de contact,
et par suite le lieu de la droite ol sera un cone quadrique, qui passera toujours par
les droites b,, ¢15; car, ces droites étant situées sur O, les plans ib,, ic,, touchent cette
surface, quel que soit ¢, en des points appartenant aux mémes droites b,, ;.

Soit p le point ABC ol la droite ol rencontre un plan fixe A (passant par a,). Si
ol tourne autour de o, le plan polaire de p par rapport & la quadrique (ABC) enveloppe
I’hyperboloide J, . Or, comme les plans tangents de O correspondent projectivement [*3]
aux droites par o (au plan qui touche O en / correspond la droite ol et inversement),
de méme aux plans tangents de J, correspondront projectivement les droites par o,
de la maniére suivante. Un plan tangent de J, coupe A suivant une droite, dont le
pole p par rapport & la conique (A) détermine la droite correspondante olp. Récipro-
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quement, une droite par o rencontre A en un point p; et par la droite polaire de p,
par rapport a la conique (A), il passera (outre A) un plan tangent de J,, qui est le
plan correspondant & la droite menée par o.

Les plans tangents de J, qui passent par le point ¢ enveloppent un cone qui coupera
A suivant une conique; la polaire réciproque de cette conique, par rapport a la conique
(A), est vue du point o suivant un cone qui passe par les droites &,, c., quel que
soit 4; 4 cause des deux plans menés par i et par les droites polaires des points a, b;,a,¢:,
par rapport a la conique (A) (1387). Ce cone et l'autre cone, formé par les droites ol
correspondantes aux plans tangents de O qui passent par 4, se couperont suivant deux
droites (outre b, et ¢y ); c’est-d-dire que par un point quelconque i passent dewz couples
de plans correspondants tangents a O et J,: ou Yon dit correspondants deux plans qui
correspondent 4 une méme droite of.

Soit ¢ la droite suivant laquelle se coupent deux plans tangents correspondants
de O, J., savoir les plans polaires des points o et ABC, par rapport & une méme
surface (ABC); ou mieux, soit g la réciproque de la droite BC par rapport a la surface
(ABC), ou le plan A est donné arbitrairement. Il résulte de ce qui précede, que les
droites g correspondantes & toutes les couples possibles de plans B, C (g est indépendante
de A) forment un tel systeme que par un point arbitraire i de Uespace passent deux
droites g.

140. Proposons-pous maintenant de trouver les points de I’espace pour lesquels les
deux droites g coincident.

Si la droite ol est tangente en I & la surface cubique F; et par suite & toute surface
quadrique du faisceau (BC), le plan polaire de p par rapport a cette quadrique passera
par I: done, parmi les plans tangents de J, menés par [, il y en a un, dont la droite
correspondante est olp. Placons le point ¢ en {. Les plans tangents menés du point o
a la surface O passent par les deux génératrices Im, In et ont leurs points de contact
sur celles-ci; les droites correspondantes issues de o forment donc deux plans, olm et
oln (savoir B et C). Or, au cone de sommet /, circonscrit & J,, correspond un cone
de sommet o qui passe par o/, ainsi qu’on vient de le voir; donc les deux droites qui,
pour un point quelconque 4, résultent de l'intersection des deux cones de sommet o
(139) se réduisent, dans ce cas, a la droite unique ol; c’est-a-dire que les points
communs a ¥, et a O sont tels que par chacun d’eux passe une seule droite g.

141. Le point ¢ soit, en second lieu, le sommet d'un cone quadrique passant par
les coniques (B), (C). Comme le choix du plan A pour la détermination de la droite
g est arbitraire, on peut supposer que ce plan passe par i. Alors, i étant sur la droite
réciproque de BC (ou olp) par rapport a toute quadrique du faisceau (BC), le plan
polaire de o relatif & la quadrique (ABC) passera par ¢; de plus, le méme plan polaire
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est tangent en 7 & la surface O; donc, il passe par ¢ un plan tangent de O dont le
point de contact est /, et par suite la droite correspondante est olp.

Analoguement, ¢ est situé dans les plans polaires de tous les points de ol par
rapport & la quadrique (ABC); c’est pourquoi les points 4, p sont conjugués relativement
a la conique (A).

Quant & Uhyperboloide J,, ses plans tangents menés par ¢ coupent A suivant des
droites croisées en ¢, dont les poles par rapport & la conique (A) se trouvent sur la
polaire de 4, qui est une droite passant par p. D’ou il suit qu’au cone de sommet ¢
circonscrit a O correspond un cone K de sommet o, passant par ol; et au cone de
sommet ¢ circonscrit & I’hyperboloide J, correspond (outre le plan a,b,¢5,) un plan E
passant par op et par la droite polaire de i, par rapport & la conique (A). Or, on
peut démontrer que ce plan E est tangent au cone K suivant op.

En effet, le plan qui passe par ¢ et touche O en [ contient un groupe harmonique
de quatre droites, savoir les droites Im, In, génératrices de la surface, la droite Ii
génératrice du cone cireonscrit (de sommet i), et la droite /j tangente en 7 & la conique
de contact (ot j soit la trace de cette droite sur le plan A). En projetant du point
o sur le plan A ces quatre droites harmoniques, on a les droites p(u,v,4,7) *) qui
formeront de méme un groupe harmonique. Mais d’un autre cdté, la couple de plans
BC, le cone (BO) et la quadrique (ABC) appartiennent & un méme faisceau; donc, la
conique (A) doit passer par les quatre points ot les droites intersections du cone avec
A rencontrent les droites AB et AC (savoir pu et pv); ¢’est pourquoi la droite polaire
de ¢ par rapport & la conique (A) est la conjuguée harmonique de pé, par rapport aux
droites pu, pv: en d’autres termes, la droite pj est la polaire de ¢ par rapport a la
conique (A).

Done, le plan E est tangent au cone K suivant op; et par conséquent le point i
est tel qu'il est situé sur ume seule droite g.

142. La droite g, réciproque de la droite BC par rapport & toute surface du faisceau
(BC), est située (137) sur les hyperboloides Js et Jo. Inversement, J; est le lieu de
la droite réciproque de BC (ou B est fixe et C variable) par rapport aux surfaces
du faisceau (BC), et aussi le lieu de la droite réciproque de BA (o B est fixe et A
variable) par rapport aux surfaces (BA). Et de méme pour J,. Or, on a démontré qu'il
passe par tout point de I'espace deux droites g, réciproques de BC, et analoguement
deux droites réciproques de CA, et deux droites réciproques de AB; done, par tout
point de Pespace on peut faire passer deux hyperboloides J, , deux hyperboloides Jy et deux
hyperboloides J; . Et de ce qui précede il résulte que, si ¢ est le sommet d’un cone quadri-

*) u, v désignent les points a,b,, a,ci,.
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que coupant Fy en trois coniques (A), (B), (C), par ¢ il passe une seule droite réciproque
de BC, et de méme une seule droite réciproque de CA et une seule droite réciproque
de AB; donc par i il passe un seul hyperboloide J,, un seul hyperboloide J; et un
seul hyperboloide J¢. C'est-a-dire que le liew des sommets des cones quadriques qui cou-
pent la swrface cubique Fy suivant trois coniques (A), (B), (C) coincide avec Venveloppe des
hyperboloides de chacune des trois séries Js, Ju, Jg. Ce liew passe par-les trois courbes
gauches (du quatrieme ordre) swivant lesquelles ¥y est coupée par les quadriques polaires
des points o, u, v (140).

Vu que ce lieu a la propriété que par chacun de ses points il passe une seule
surface enveloppée de chaque série, il s’ensuit que I'enveloppe et 'enveloppée se tou-
chent partout ol elles se rencontrent. La courbe de contact est I'intersection de deux
enveloppées successives, et est par suite du quatriéme ordre; donc I’enveloppe est une
surface du quatrieme ordre; les courbes de contact de deux enveloppées de la méme série
sont situées sur une méme surface du second ordre; etc. *).

143. Considérons maintenant le faisceau des surfaces quadriques S qui passent
par la courbe gauche du quatriéme ordre, intersection de F; avec O, premiére polaire
de o. Deux surfaces S couperont de nouveau la surface cubique suivant deux coniques;
la droite commune aux plans de ces coniques, ayant quatre points communs avec
F; (les quatre points ol cette droite rencontre les deux coniques), sera située tout
entiere dans cette surface. Or, une des surfaces S est la quadrique O, pour laquelle
la conique résultante est la couple de droites b,, ¢;,; et la droite ol le plan de celles-ci
coupe de nouveau F, est a,; donc, les surfaces S coupent F; suivant des coniques
dont les plans passent par la droite a;,. Et réciproquement, tout plan A, mené par
@, rencontrera F; suivant une conique située dans une surface S, du faisceau qu’on
consideére. Les plans A et les quadriques S, forment évidemment deux faisceaux pro-
jectifs, propres a engendrer la surface donnée F; (111).

Les plans polaires du point ¢ par rapport aux quadriques S font un faisceau pro-
jectif a celui de ces quadriques; le lieu des coniques de contact des quadriques S
avec les cones circonscrits de sommet o sera donc (112) une surface 7 du troisiéme
ordre, passant par Ja base du faisceau (8) et par les droites b,, ¢ (qui forment
I'intersection de O par le plan polaire correspondant). En outre, la courbe-base du
faisceau (S) sera lintersection de .7 avec la premiére polaire de o par rapport a 7,
savoir avec la quadrique S (=0) qui passe par o *¥); donc les surfaces cubiques .7,
F; se touchent suivant une courbe gauche du quatriéme ordre et se coupent en deux

*) [Teoria geom. delle superficie, 47].
) V. 112, note|.
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droites; ¢’est pourquoi elles se confondront en une -seule et méme surface. C'est-a-dire
que toute quadrique S, coupe ¥y suivant une comique dont le plan A est le plan po-
laire du point o par rapport & S,: en d’autres termes, la surface cubique F; est le
lieu des courbes de contact entre les quadriques S et les cones circonscrits de som-
met o. Il résulte d’ici que les sommets des quatre cones du faisceau S sont situés
en F,, et que les plans tangents & cette surface en ces quatre points sont des plans
tritangents passant par a,.

144. Si A et B sont deux plans donnés (passant par a, et b, respectivement), les
quadriques (AB) forment un faisceau auquel appartient la couple des plans A, B. Le lieu
des courbes de contact entre ces quadriques et les cones circonscrits de sommet o est,
d’aprés un théoréme général (112), une surface cubique; mais, pour la quadrique com-
posée des plans A, B, on peut regarder la courbe de contact.comme épanchée sur le
plan B; ce plan appartient donc tout entier a la surface cubique. C’est-a-dire que
celle-ci se réduira au plan B et 4 une surface quadrique X, contenant la conique (A)
et les coniques d’intersection des surfaces (AB) avec les plans polaires de o.

D’ailleurs, la base du faisceau (AB) doit étre la courbe d'intersection de la sur-
face cubique BE avec la premiére polaire de o par rapport a cette surface, donc A
est le plan polaire de o par rapport & X. Il en résulte, de plus, que X passe par les
sommets des deux cones du faisceau (AB) et y est touchée par deux plans, qui font
partie du faisceau des plans polaires de o, et (par suite) se coupent suivant une droite
située dans le plan B.

D’aprés cela, les surfaces ¥ et S, passent ensemble par la conique (A), et ont A
pour plan polaire du point o. Or, si du point o on meéne les tangentes a la conique
(B), les points de contact seront situés en X, car ils doivent appartenir & une qua-
drique quelconque du faisceau (AB) et au plan polaire de o, correspondant. Mais ces
meémes points appartiennent aussi & la courbe de contact de F; avec le cone circon-
scrit de sommet o, et par suite & S,; donc les quadriques X et S, ne font qu'une
seule et méme surface. C'est-a-dire que S, est le liew des courbes de contact de toutes
les quadriques (ABC) (ot A est fixe) avec les cones circonscrits de sommet o; et par con-
séquent S, contient les sommets de tous les cones du systeme (ABC), ot A soit fixe.

Si le plan A est donné, les sommets des cones (ABC) sont donc situés dans chacune
des surfaces S, et J, (137); ainsi le liew de ces sommets est la courbe gauche du qua-
trieme ordre, intersection de ces deux quadriques. Et si on fait varier A, le liew de
cette courbe gauche, commune aux deux surfaces corrvespondanies S, et Ju , sera la sur-
face du quatrieme ordre (liew complet des sommets de tous les cones (ABC)), que nous
avons déja trouvée comme enveloppe des hyperboloides J. Naturellement, la méme
surface du quatriéme ordre est aussi le lieu de la courbe gauche du quatriéme ordre
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commune & deux surfaces correspondantes Sg et Js, ou Sg et Jo; Sz et S¢ ayant par
rapport aux points v, » et aux plans B, C la méme signification que S, par rapport
au point o et au plan A *).

145, Considérons de nouveau les trois droites a,, b,, ¢y, situées dans un méme plan
tritangent. Soient .9/, 8 deux plans passant par a,, b, respectivement et coupant la
surface F, suivant deux coniques tangentes a a;, b, aux points o, 8. Les quadriques du
faisceau (#.3) rencontrent le plan a,b, suivant des coniques ayant un double contact
aux points o, p; et réciproquement, toute conique touchée en o, B par les droites a., b,
sera la trace d’une surface du faisceau. Or, parmi ces coniques il y a la conique in-
finiment aplatie (o 8)° formée par la corde de contact estimée deux fois; dans le faisceau
(HAEB) il y a donc un cone tangent au plan @b, suivant la droite 8. Cette droite
rencontre ¢, en un point 7; en ce point, ¢, sera tangente & ce cone et, par suite,
aussi 4 une conique située simultanément en Fj, dans le cone et dans un plan C (par
012). Done, les six points ou les droites ay, by, ¢, touchent lo, courbe parabolique de Fy (109)
sont distribués, trois a trois, sur quatre droites qui sont les génératrices de contact du
plan a,byci, avec quatre cones quadriques lesquels contiennent, trois & trois, les six coni-
ques (A ), (B), (C) tangentes aux droites a,, by, ¢io, aux points susdits. Les deux points
analogues & o sont les éléments doubles d’une involution, dans laquelle les points
a, b, ayc, sont conjugués (109); donc les droites a,, by, ¢, sont les diagonales du qua-
drilatére formé par les quatre droites af7.

Il y a un second cone qui passe par les coniques (), (8), outre celui qui touche
le plan a,b, suivant «f7. Les plans tangents communs aux deux coniques enveloppent
ces deux cones; le sommet du nouveau cone [**] sera donc le point commun aux trois
plans suivants: le plan a,b,, le plan des droites tangentes qu’on peut mener du point
a,b, aux deux coniques (outre ai, b,), et le plan des droites polaires de ce méme point
par rapport aux deux coniques.

Représentons les quatre cones tangents au plan a,b, et les six coniques suivant
lesquelles ils coupent la surface Fs, par la notation suivante:

F=(ABC), H'=(ABC), H'=(A"BC), H"=(A"B C).

Les cones %, K" se coupent suivant la conique (%) et, par suite, suivant une
autre conique (non située en Fy); ils auront donc deux plans tangents communs, dont
I'un est a,b,cio; Pautre soit . Ce plan = est tangent aux cing coniques (%), (), (O),
(B, (), situdes en K, K", done, il sera tangent aussi aux cones F™ et A [*°].
Ces quatre cones %, K,' K," K™ ont, par conséquent, deux plans tangents communs,

#) Chacun des 45 plans tritangents donne lieu 4 une surface analogue du 4.° ordre.
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tbyciy et w; d’olt il résulte que leurs sommets sont alignés sur une seule et méme droite
(I'intersection des plans a,b.c), et w).

146. Passons a considérer les coniques (A), (B), (C) qui se décomposent en lignes
droites.

Parmi les plans A il y en a quatre (outre a,b;¢;,) qui coupent F; suivant des cou-
ples de droites; et de méme pour les plans B et C. Si nous considérons le plan A
qui contient les droites b; ¢, et le plan B qui contient as css, les coniques (Bseis), (@5¢s)
doivent se couper en deux points (185) sur la droite AB; donc b rencontre cs, et
¢ rencontre as. Les plans bses,, ase; couperont Fy suivant deux droites nouvelles, a, et
by. Or, des neuf droites (a,b;cis) (@2bscs) (@sbicis) qui résultent de Pintersection de
Iy par trois plams, il y en a trois a,bse5 dans le plan A, et trois autres a; b,c5 dans le
plan B; done, les trois droites restantes a,b, ¢, seront dans un méme plan C.

Il résulte d’ici que-les 24 droites, situées dans les 12 plans tritangents qui passent
par a;, b,, ¢, (outre a, by¢1), sont aussi distribuées en 16 couples d’autres plans tritan-
gents: chacune de ces couples étant déterminée par deux plans (tritangents) A et B
choisis arbitrairement. Au moyen de ces deux plans, est déterminé aussi un plan corre-
spondant C.

Si nous concevons trois plans A, B, C coupant F; suivant six droites (outre a,, b,, ¢15)
qui ne soient pas placées dans une couple de plans, ces six droites appartiendront
(136) & un hyperboloide (ABC) du systéme considéré ci-dessus. Chacun des quatre plans
A peut étre combiné avec chacun des quatre plans B et avec chacun des quatre plans
C; mais il faut excepter les 16 combinaisons qﬁi donnent six droites placées sur deux
plans; le systeme des quadriques (ABC) contient donc 4.4.4— 16 == 48 hyperboloides H,
chacun desquels rencontre la surface cubique F3 suivant siz droites.

Des six droites communes & Fy et & un hyperboloide H, trois appartiennent a un
méme systéme de génératrices de celui-ci, et les trois restantes a I'autre systeme *);
on peut donec, de six maniéres différentes, distribuer ces droites en trois couples telles
que les droites de chaque couple soient dans un plan..Chaque maniére donne trois plans
contenant les six droites et coupant F; suivant trois droites nouvelles, qui seront dans
un méme plan, car les six premiéres droites appartiennent 4 une surface du second
ordre. Tout hyperboloide H fait donc partic de six systémes de quadriques, analogues
a celui des surfaces (ABC) fourni par le plan a,b,¢i.. Le nombre de ces systémes est
45, chaque systéme correspondant & un plan tritangent; donc le nombre fotal des hyper-

. . . . .4
bolgides qui rencontrent ¥ suivant siz droites est %ﬁ ==360.

#) Une surface cubique ne peut jamais contenir quatre droites d’un hyperboloide, d’un méme
systéme de génération; car toute génératrice de 1’autre systéme aurait quatre points communs
avec la surface cubique, et dés lors serait située entiérement sur celle-ci.
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147. Un hyperboloide H est déterminé par trois droites (de F;) qui ne se rencon-
trent pas. Or, trois droites (de Fj;) qui ne se rencontrent pas sont coupées par trois
autres droites qui de méme ne s’entrecoupent pas (116); ces six droites formeront done
I'intersection de H et F;. Clest-d-dire que tout hyperboloide coupant Fs suivant trois
droites qui ne se renconlrent pas, coupe la méme surface swivant trois aulres droites.

Il y a donc 2. 360 groupes de trois droites (de Fs) qui w’ont aucun point d’intersection
ces groupes sont conjugués deux & deux [*%]; les droites d’un groupe rencontrent les droites
d’un groupe conjugué; et les six droites de deux groupes conjugués appartiennent & un seul
et méme hyperboloide.

CuAPITRE DIXIEME.

Propriétés diverses,

148. Soient T, T' deux plans tritangents (de la surface cubique Fs) qui se rencon-
trent suivant une droite non placée sur Fs; et soient a,by¢1,, a2bscs les droites de la
surface comprises dans ces plans. Dés que la droite TT' coupe F; en trois points
seulement, ces points seront communs aux couples de droites @, bs, b, s, 0; 12 Lies
plans a,bs, bycys, a0, rencontreront Fy suivant trois nouvelles droites ¢y, as, b, respec-
tivement, qui seront dans un méme plan, car de ces neuf droites résultantes de 'inter-
section de F; avec trois plans, il y en a six placées sur deux autres plans T, T

Ainsi les triamgles a,by015, a2bsCyy en déterminent quatre autres, et les cotés de ces six
triamgles sont les imtersections mutuelles de deux groupes de trois plans, c’est-a-dire, des
faces de deux triedres, que nous dirons conjugués. ,

Deux plans tritangents quelconques, dont la droite d’intersection ne soit pas située
sur F,, peuvent servir de faces a un triédre; la troisiéme face en résulte déterminée.
Ces trois plans contiennent neuf droites qui se coupent en neuf points communs &
F; et aux arétes du triédre. Ces mémes neuf droites sont distribuées dans trois autres
plans, qui forment le triédre conjugué.

On a déja vu (146) qu’en considérant les trois droites a, b, ¢, situées dans un plan
T, les autres 24 droites de F; sont distribuées en 16 couples de plans. Chaque couple
forme avec T un triédre, ¢’est-a-dire que chaque plan T entre en 16 triedres. Et, vu
que chaque trieédre contient trois plans tritangents, le nombre total des triédres sera
j4—E)LG———‘)ALO. Ces triédres sont conjugués deux & deux; il y a donc 120 couples de
triedres comjugués.

149. Les neuf droites

by Gy
Qg u,bz C31
03 bs,;g G2
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sont placées, ainsi qu'on vient de le démontrer, sur six plans tritangents qui forment
deux triédres conjugués. Par chacune de ces droites on peut faire passer trois autres
plans tritangents; il y a donc 27 plans, chacun desquels contient une des neuf droites
et dés lors deux autres droites; ¢’est-a-dire que les autres 18 droites sont distribuées,

2.27 .
deux a deux, dans ces 27 plans, de sorte que ces plans passeront s =3 fois par

chacune des 18 droites. Il reste encore 45—6—27=12 plans, qui contiendront
exclusivement ces 18 droites, chacune deux fois.

Or, chacune des trois droites a;, b, ¢, situées dans un méme plan, doit rencontrer
(au dehors des droites de la matrice ci-dessus) six droites non coupées par les deux
autres; done, les 18 droites sont rencontrées par l'une ou par l'autre des droites
a,, by, ¢2. Bt d’ailleurs, trois droites, ainsi que a;, b, ¢, qui ne se coupent pas, sont
rencontrées par les trois mémes. droites; et pareillement a,, a, as, etc. Donc, on peut
distribuer les 18 droites en deux matrices nouvelles '

by ay e Ciy Coq Cay
by as Cos |, Ci3 Cos O35 |
bs a5 Css Cis Cos Cse

tellement que les droites d'une ligne verticale de la premiére matrice rencontrent les
droites de la ligne verticale correspondante de la seconde matrice, et les droites d’une
ligne horizontale de la premiére matrice rencontrent les droites de la ligne verticale
correspondante de la troisieme matrice. Alors il est aisé de constater: 1.° que les’droites
d’une ligne horizontale de la deuxiéme matrice rencontrent les droites de la ligne
horizontale correspondante de la troisiéme matrice; 2.° que les neuf droites de chacune
des deux derniéres matrices sont les intersections des faces de deux triédres conjugués.

Done, chaque couple de triedres conjugués détermine deux autres couples, de maniére
que les trois couples contiennent (deux fois) foutes les 27 droites. Naturellement, le nom-

. .s . . 120
bre de ces groupes de trois couples de triedres conjugués est T=40.

150. Les 240 triedres ont 3.240=720 arétes k, et 240 sommets ¢{. Chaque aréte
k rencontre la surface F; en trois points &, intersections de couples de droites de
la surface. On peut donc dire que les 135 poinés O, sommels des 45 triangles formés
par les 27 droites sur les plans tritangents, sont distribués, trois a trois, sur 720 droites
k qui se coupent, trois o trois, en 240 poinis ¢. Les mémes 135 points sont allignés,
dix a dix, sur les 27 droites de Fs.

Considérons le point ¢ commun aux droites a,, b,. Par chacune de ces droites
passent, outre le plan a,b,, quatre autres plans tritangents et dés lors 16 droites %.
Tout point S est donc situé sur 16 droites k.
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Le plan a,bsc); coupe les quatre plans tritangents qui passent par b, (excepté a,b,),
suivant quatre droites %, qui rencontreront b; et ¢;; en huit points &', 8"; dans chacune
de ces quatre droites £ concevons pris le point A, conjugué harmonique de & relative-
ment & 0'd". Les quatre points A appartiendront & la droite polaire du point & par
rapport & la conique composée des droites b; ¢,3; et ils appartiendront aussi & la quadri-
que polaire de & (par rapport & Fi). Les 16 points X, correspondants auz 16 droites
k issues de 9, sont donc distribués, quatre ¢ quatre, sur quatre droites situées dans quatre
plans passant par a,, et dés lors aussi sur quatre autres droites situées dans quatre plans
passant par b,; et toutes ces huit droites sont des génératrices d’un seul et méme hyperbo-
loide, qui est la quadrique polaire du point 3. Cette quadrique passe évidemment par
les droites a, et b,.

- 151. Soit ¢ le sommet d'un trieédre formé par trois plans tritangents (150). La
quadrique polaire de ¢ (par rapport & Fy) coupera ces plans suivant les coniques polaires
de ¢, relatives aux triangles formés par les droites (de F;) contenues dans ces mémes
plans, c’est-a-dire, suivant des coniques circonscrites & ces triangles, respectivement.
Or, ces triangles résultent de l'intersection des trois plans considérés avec les faces du
triedre conjugué (148); donc les arétes de ce triedre rencontreront, chacune en trois
points, la quadrique polaire de #: en d’autres termes, la quadrique polaive de t est un
cone circonserit au triédre conjugué. Ainsi, les sommets de deux triedres confugués sont
deux points correspondants de la Hessienne (72).

152. On a démontré ailleurs que toute droite située sur F;, comme a,, est une
tangente double de ]a Hessienne (60), et que les points de contact, «, o', sont les points
doubles de I'involution marquée sur a, par les coniques, suivant lesquelles F; est coupée
par les plans bitangents passant par a,. Dés que la droite @, est placée sur Fs, la
quadrique polaire de tout point de cette droite passe par la méme droite; donc les
sommets des cones polaires de o, ¢ sont situés sur «;. Or, ces sommets sont aussi
des points de la Hessienne: donc o est le sommet du cone polaire de «, et inverse-
ment; c’est-a-dire que les points o, o' sont deux points correspondants de lo Hessienne.

153. Un plan E, donné arbitrairement, coupe la surface fondamentale F; suivant
une courbe C; du troisieme ordre. Le plan M qui est tangent & F; en un point m
de G, et le plan polaire de m par rapport a la Hessienne se rencontrent suivant une
droite, qui perce F; aux points xy# d'inflexion de la section de cette surface par le
plan M (89). Quel est le lien des droites ma, my, me, si m se déplace sur C;? Pre-
mierement, la courbe C; est triple pour ce lieu, car tout point m de ce lieu est commun
a trois génératrices mx, my, me. Secondement, cherchons combien de génératrices
tombent dans le plan E. Les plans polaires des points m, par rapport 4 la Hessienne,
rencontrent E suivant des droites, I'enveloppe desquelles est de la 9.° classe (14); les
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tangentes de cette enveloppe correspondent, une i une, aux tangentes de C; (car les
unes et les autres correspondent aux points de cette courbe); et I'ordre du lieu du
point commun & deux tangentes correspondantes, d’aprés un théoréme connu *), est
6gal & la somme des classes des deux enveloppes, savoir 9--6=15. Pour ce lieu, les
12 points communs & C; et a la Hessienne sont doubles, car en chacun de ces points
se rencontrent deux tangentes (successives) de C; et les tangentes correspondantes de
Penveloppe de la 9.° classe. Le lieu du 15.° ordre coupera donc C; en 3.15—2.12=21
autres points, chacun desquels est évidemment un point analogue aux points zy 2. Il
g’ensuit que le plan E contient 21 droites analogues aux mx, my, me; et des lors le
liew de ces droites sera une swrface de Uordre 3.3 --21=30.

Ce lieu rencontre une droite quelconque G en 30 points; d’ou il résulte que, si
le point m parcowrt la surface ¥y, a condition qu’une des droites vmx, my, mz coupe la
droite donnée @, le liew de m est une courbe gauche du 30.¢ ordre.

Cette courbe gauche, quelle que soit G, passe par les 135 points 0 ow se coupent, deux
o deux, les 27 droites de la surface fondamentale. En effet, si nous considérons le plan
tritangent qui contient les droites a,, b, ¢35, le plan polaire du point @, b, par rapport
a la Hessienne passe par ¢ **), et toute droite menée par ce point a couper ¢, est
une droite analogue a mz. Or, le plan a,b,¢), rencontre une droite quelconque G, donc
la courbe gauche du 30.° ordre, relative a cette droite, passe par le point a,6,. Con-
séquemment la courbe gauche, dont il s’agit, coupe en dix points chacune des 27
droites de Fj.

11 résulte de la que, si 'on représente la surface cubique sur un plan, de la maniére
qui a été exposée ailleurs (119), la courbe plane qui représentera la courbe gauche
d’ordre 30, relative & G, sera de ce méme ordre 30, et passera dix fois par chacun
des points fondamentaux, en y touchant les lignes correspondantes aux droites b et
¢ de Fs;. Donc (121, 133) [?*"] la courbe gauche est Vintersection compléte de Fs par
une surface du 10.° ordre. '

Il y o donec un nombre infini de surfaces du 10.° ordre, qui passent par les 135
points 0. Le systéme complet de ces points est donné par Vintersection de Uune quelcongue
de ces surfaces avec les 27 droites de F,.

154. Nous allons maintenant exposer une propriété de la section de la Hesgienne
par un plan quelconque E.

*) [Teoria geom. delle curve piane, 83].

*%) Cela résulte du théoréme général (89), et aussi de 1'observation suivante. Les quatre
intersections de la Hessienne avec la droite @, sont réunies en deux points ¢, ¢ de contact, et
par conséquent le centre harmonique de ces quatre intersections, par rapport au pole a,b,,
coincide avec le point a,¢;, conjugué harmonique de a,b, par rapport aux points ¢, ¢’. De méme
pour la droite b,, done ete.
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Ce plan coupe la surface fondamentale Fs suivant une cubique Cs; soit o un des
poles de E, par rapport a F;, non situés sur E. Dés que le cone 0C; coupe F; suivant
la courbe plane Cs, il rencontrera cette méme surface suivant une courbe gauche du
sixieme ordre, placée sur une surface quadﬁque D, (11 note). La surface Fs appartenant
au faisceau déterminé par le cone 0C; et par le lien composé E @,, la quadrique polaire
d'un point quelconque i, relative & Fy, passera par Vintersection du cone polaire oC;,
relatif au cone 0C;, avec la quadrique polaire relative a4 E®,. Sii est pris dans le
plan E, la quadrique polaire de %, relativement a E&,, sera le systéme de deux plans,
dont 'un est I, et I'autre $, est le plan polaire de ¢ par rapport a ®,. Donc la qua-
drique polaire de ¢, par rapport & F;, passera par les deux coniques d’intersection
du cone 0C; avec les plans E et &,. La premiere de ces coniques est évidemment
C., premiére polaire de i par rapport a C;; et 'autre conique sera une couple de
droites, parce que le plan ®, passe par o *). Or, si le plan @, était tangent au cone
0Ce, la quadrique polaire de ¢ relativement a F; serait un cone, et dés lors ¢ appar-
tiendrait & la Hessienne. Donc, la courbe d’intersection de la Hessienne avec le plan E
est le liew d’un point dont le plan polaire relatif & la quadrique &, est tangent & la
conique polaire relative a la cubique Cs.

On démontre de la maniére suivante que ce lieu est du quatriéme ordre. Les coni-
ques polaires des points d'une droite G (en E) par rapport a C;, et les droites polaires
des mémes points par rapport a la conique (E ®,) forment deux faisceaux projectifs,
qui engendrent une cubique passant par le pole de G, relatif & la conique (E ®,). Par
ce pole on peut mener quatre tangentes a la cubique, donc il y a quatre droites du
deuxiéme faisceau qui sont tangentes aux coniques correspondantes de 1’autre faisceau ;
c’est pourquoi G contiendra quatre points du lieu.

CHAPITRE ONZIEME.

Classification des surfaces du froisieme ordre, eu égard a la
réalité des vingt-sept droites.

155. On a démontré que par les 27 droites d’une surface (générale) F; du troisidéme
ordre on peut faire passer 120 couples de triédres conjugués (148), et que récipro-

*) Le plan polaire de o par rapport au cone o0C; étant indéterminé, o a le méme plan polaire
E par rapport & F, et au lieu composé E®,. Le plan E est done le polaire de o par rapport a
®,, et dés lors le plan polaire d’'un point quelconque de E, par rapport & cette méme quadrique,
passera par o.
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quement, si deux triedres conjugués et un point de la surface sont donnés, la surface
peut étre construite (110). D’ou il résulte qu’abstraction faite de la réalité des éléments
donnés ou cherchés, i1 est possible d’obtenir une surface cubique quelconque, & 'aide
de deux triédres, par le procédé exposé ailleurs (110). Nous nous proposons maintenant
d’avoir égard a la réalité ou non-réalité des 27 droites d’une surface cubique réelle.
Cherchant 3 former les deux triédres propres a engendrer cette surface, nous serons
naturellement conduits & la classification des surfaces cubiques (générales) réelles
(d'aprés la méthode de M. ScHLAFLI *) ).

Pour construire deux triédres conjugués qui forment un ensemble réel, il suffit de
trouver (148) deux- plans tritangents T, T', réels **) ou imaginaires conjugués, qui se
coupent suivant une droite (nécessairement réelle) non située sur la surface. Les trois
droites de la surface contenues en T et les trois droites contenues en T’ se coupent,
deux & deux, aux trois points oil la droite T'T" perce la surface, et déterminent de
cette maniére trois plans @ ‘©' @ ", qui seront tous réels, ou bien I'un réel et les deux
autres imaginaires conjugués, ainsi que les trois points susdits. Chacun de ces plans ‘G
coupe la surface suivant une autre droite, et ces trois droites nouvelles sont placées
dans un seul-et méme plan réel T". Alors, les ternes de plans TT'T', ‘@G @ " forme-
ront les triedres demandés.

Or je dis que, la surface étant supposée réelle, il est toujours possible de trouver
deux plans tritangents T, T' qui satisfassent & la condition prescrite. Cela est évident
quand les 27 droites sont toutes réelles; supposons donc qu'il y ait des droites imagi-
naires, qui seront nécessairement conjuguées deux a deux.

Premiérement, soient a,, b; deux droites imaginaires conjuguées situées dans un
méme plan **¥), qui sera réel, auquel cas passeront par «, quatre autres plans, ima-
ginaires, et par bs leurs conjugués. Déux plans conjugués ('un par a, et 'autre par bs)
satisfont évidemment & la question; car la droite commune & ces plans ne peut pas
étre située sur la surface; autrement il y aurait trois droites croisées en un méme
point, qui serait double pour la surface.

Secondement, soient b,, b; deux droites imaginaires conjuguées, non situées dans
un méme plan; et a,, a4, as, s, ¢ les cing droites qui rencontrent celles-1a,-et qui
formeront un ensemble réel: c’est pourquoi il y aura parmi celles-ci un nombre impair

*) {On the distribution of surfaces of the third order into species ete. (Philosophical Transac-
tions 1863)!.
*#*) {Contenant chacun trois droites réelles; ou chacun une droite réelle et deux droites ima-
ginaires conjuguées. Dans ce second cas les deux droites réelles des deux plans se rencontrent).
*#%) Entendez toujours plan tritangent. ‘

Oremona, tomo III 7
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de droites réelles. Si ces cing droites sont toutes réelles, il passera au moins un plan
réel par chacune d’elles: or, parmi ces cing plans réels, il est possible d’en choisir
deux qui remplissent la condition requise. Soit, en effet, @,b,¢,, le plan réel par a»
si le plan cuescs ou le plan exmeiseys 6tait réel, on aurait déja les deux plans cherchés.
Si au contraire le seul plan ¢x;c166, PAr ¢, 6tait réel, la droite ¢, étant placée sur deux
plans réels serait réelle; donc ¢ est une droite réelle, et dés lors le plan asbscs Sera
réel. Ainsi les plans a,bc, asbsess formeront la couple demandée.

Si, parmi les cing droites qui rencontrent b,, b; il y en a deux imaginaires conju-
guées a,, €y, les plans a,bs, b,cys seront imaginaires conjugués et se couperont suivant
une droite non située sur la surface. )

Concluons donc que toute surface (réelle, générale) du troisiéme ordre peut étre
engendrée a l'aide de deux triédres, qui présentent un des trois cas suivants: 1.° les
triedres sont formés par six plans réels; 2.° un triedre est compleétement réel, tandis
que 'autre est formé par un plan réel et deux plans imaginaires conjugués; 3.° chaque
triedre a un plan réel et deux plans imaginaires conjugués.

156. Premier cas. Les deux triedres étant formés par six plans réels, ceux-ci se

. couperont suivant neuf droites réelles

ay /23 223
bl b2 b3

Ce3 €3 Org.

L’hyperboloide réel déterminé par les trois droites b;, b;, by coupera la surface cubique
suivant trois autres droites (147) a4, as, @, qui seront toutes réelles, ou l'une réelle
et les deux autres imaginaires conjuguées.. Distinguons ces deux cas.

a. Les droites a4, as, o sont réelles. Alors, les plans

ba, byas biag
bya, byt by
bsa, by as bsag

donneront neuf autres droites réelles

€y Ci5 Ci
Coa Cy5  Cy
€34 O3 Cy

et les plans

C13C4 C13C5 C13C2
Q3 Caq 3 C35 s C36
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couperont la surface suivant six autres droites réelles

Css Css Cs5

by b5 b

Dans ce cas, on a donc 27 droites réelles.
b. Soit a; une droite réelle, et a4, as imaginaires conjuguées. Les plans réels

boas by as bsas
donnent trois autres droites réelles
‘ Ci5  Cx  C3
et les plans réels
13025 @3
donnent deux autres droites réelles
Cs  bs.

Les couples de plans imagiraires conjugués

biay b
beay beay
bsa, bsas

donnent les couples de droites imaginaires conjuguées

Ci4 Cig
Caq Ca6
C34 Css

et les couples de plans imaginaires conjugués
ay Ciy @, Cis
Ca3Cu4 Cy3Ci6
donnent deux autres couples de droites imaginaires conjuguées
by b
Css  Csae
On a donce [38] 15 droites réelles et 15 plans réels: 3 plans réels par chaque droite
réelle, et 3 droites réelles dans chaque plan réel. Deux droites imaginaires conjuguées

ne se coupent pas.

157. Deuxieme cas. Un triedre est tout a fait réel; 'autre a une face réelle, les
deux autres étant imaginaires conjuguées. Les plans du premier triedre seront ren-
contrés par la face réelle de l'autre suivant trois droites réelles

a; €3 b
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et par les faces imaginaires de ce méme triédre suivant trois couples de droites imagi-
naires conjuguées

b,
by o
Qg  Cio.

Les hyperboloides, imaginaires conjugués, déterminés par les droites (b, b,, b,),
(b1, €23, @) couperont la surface cubique suivant deux ternes de droites imaginaires
(@4, as, ), (Cua, €15, €16), CODjuguées deux A deux, qui déterminent trois plans a,c., ascis,
a; ¢ig. Distinguons deux cas, suivant que ces trois plans sont tous réels, ou qu'un seul
soit réel et les deux autres imaginaires conjugués.

a. Les trois plans sont réels, et par suite chacun d’eux contient deux droites
conjuguées

a; Gy
2T
O Cig.

Les couples de plans imaginaires conjugués

bya, Cas Cra
“beas Ca3 C15
boag Ca3 Cie
byay G Ciy
bsas ay Cy5
bsae a, C

fournissent les six couples de droites imaginaires conjuguées

Coq  Cxg

Cos  Coy

Gy O

€34 by

s bs

e be,
situées dans six plans réels, dont les trois premiers passent par ¢, et les trois autres
par a,.

Ainsi, dans ce cas, nous avons 3 droites réelles, et 13 plans réels, dont Vun contient
les 3 droites réelles, et les autres passent, 4 & 4, par les 3 mémes droites. Deux droites
imaginaires conjuguées sont toujours dans um méme plan (réel).

b. Les six droites imaginaires a,, as, ... soient conjuguées de la maniére suivante
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Ay Cy
A5 Cg
Qg Cisy

d’ou il résulte que le plan a,c,, est réel, mais ascy;, @sc sont deux plans imaginaires
conjugués. Alors, les couples de plans imaginaires conjugués

b, a, Co3 C14
bs ay ay Cy
b as Ca3 15
b; as Gy Gy
b, a; €5 C15
bs a, a, Cy

donneront les six couples de droites imaginaires conjuguées

Coaa Csg
€ by
Cos  Cg5
¢ bs
Cos  Cos
¢ b5,

dont les premieres deux seulement sont formées par des droites qui se coupent, en
déterminant les plans réels coic, €404, qui passent par ¢, as respectivement.

Ce cas nous offre donc 3 droites véelles et T plans véels, dont Uun contient les 3 droites
réelles et les autres passent, 2 a 2, par les mémes droites. Parmi les droites tmaginaires,
il ya 6 couples de droites conjuguées qui se coupent, et 6 couples de droites conjuguées
qui me se coupent pas.

158. Troisiéme cas. Chacun des deux triédres a une face réelle et deux faces imagi-
naires conjuguées. La face réelle du premier triedre coupe les faces de 'autre suivant
une droite réelle

b,
et deux droites imaginaires conjuguées
a5 O .
Le plan réel du second triedre rencontre les faces imaginaires du premier suivant
deux droites imaginaires conjuguées
Et les plans imaginaires des deux triédres s’entrecoupent suivant deux couples de
droites imaginaires conjuguées
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b, b

@y Gy,

ou les droites d’une méme couple ne se rencontrent pas.

L’hyperboloide réel déterminé par les droites b,, by, b; coupera la surface cubique
suivant trois droites nouvelles a,, as, @g, & propos desquelles il faut distinguer deux
cas possibles.

a. Si les droites
ay G5 Qg

sont toutes réelles, les plans réels
biay byas b, ag
donneront trois autres droites réelles
€ Cp  Cig -

Les plans imaginaires conjugués

b, a, b ay
b, a5 bs as
b, s by a,

fournissent les trois couples de droites imaginaires conjuguées

Coq  Caa
Cy O35
Cs  Cs6 5
et les plans imaginaires conjugués
@ Ciy Cas C1q
@05 C3 0
ay G Ca3 C16

donneront trois autres couples de droites imaginaires conjuguées

by s
by Cu
bﬁ Cys -

On obtient ainsi [%°] 7 droites véelles et 5 plans réels. Ces b plans passent par une
méme droite; il y en a 3 dont chacun contient 2 autres droites réelles, tandis que chacun
des 2 autres plans contient 2 droites imaginaires conjuguées. Les droites imaginaires
conjuguées des 8 autres couples ne se coupent pas.

b. Si

2
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est une droite réelle, et
as Qg

deux droites imaginaires conjuguées, le plan réel b,a, donnera une troisiéme droite réelle

Cq
-et les plans imaginaires conjugués
b, as by ag
b, as b; ae
by ag bs ax
by a, by ay

donneront les quatre couples de droites imaginaires conjuguées

€5 Ci

G5 C3

Cos O3

, Coa Csq
Les plans imaginaires conjugués

a Cuy Co3 C14
) Cig Cs3 C15
a1 G5 C23 Crg

donnent enfin les trois couples de droites imaginaires conjuguées

by 05
by ¢4
bs ¢y
On retombe ainsi sur un cas déja considéré (deuxiéme cas, b).
159. Nous pouvons conclure que la surface générale du troisiéme ordre ne présente
que cing espéces différentes, ew égard a la réalité des 27 droifes, savoir:
1.2 espéce — 27 droites et 45 plans réels

2 , — 15 » 15, ”
3.0 " — 7 » 5 b ”
4.° » — 3 » 7 » "
5.° ” — 3 " 13 ] »

On peut demander, pour chaque espece, le nombre des double-six qui sont formés
par deux six réels ou imaginaires conjugués. En s’aidant du tableau donné ailleurs
(117), on trouve sans peine ce qui suit.

Premicre espece. — Tout est réel,
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Deuxieme espéce. — Il y a 15 double-six réels, dont chaque six est réel et formé
par 4 droites réelles et 2 droites imaginaires conjuguées. Il y a un autre double-six
réel, dont les six sont imaginaires conjugués.

Troisieme espéce. — Il y a 6 double-six réels, dont chaque six est réel et formé par
2 droites réelles et 2 couples de droites imaginaires conjuguées. Il y a 2 autres double-
six réels, chacun desquels a deux six imaginaires conjugués.

Quatriéme espéce. — Ily a un seul double-six réel et formé par deux six réels;
chacun de ces six est I’ensemble de 3 couples de droites imaginaires conjuguées. I
y a en outre 3 double-six réels, formés par des six imaginaires conjugués.

Cinquiéme espece. — Il 1’y a pas de six réels; mais seulement 12 double-six réels,
chacun étant une couple de six imaginaires conjugués.

160. On a vu (118) qu’une surface cubique peut, en général, étre engendrée & 'aide
de trois réseaux projectifs de plans. Dans ce mode de génération, on déduit les 27
droites des six points 1, 2,°3, 4, B, 8, oii un plan E est rencontré par une certaine
courbe gauche du sixiéme ordre. En effet, les 27 droites correspondent (114) aux six
points

1, 2, 3, 4, 5, 6,
aux Six coniques
23456, 13456, 12456, 12356, 12346, 12345,

et aux quinze droites
23, 31, 12, 56, 64, 45,
14, 15, 16, 24, 25, 26, 34, 35, 36.

L’ensemble des trois réseaux étant supposé réel, de méme que le plan E, le systéme
des six points 123456 sera réel aussi; et par conséquent, on pourra distinguer les
cas suivants:

1.0 Si les six points sont tous réels, les 27 droites sont toutes réelles (premicre
espéce).

2.° 81 quatre points sont réels, et que les deux autres soient imaginaires conjugués,
on aura 4-4-+6-+1=15 droites réelles; les autres sont imaginaires et telles que
deux conjuguées ne se rencontrent (pas deuxieme espece).

3.0 8i deux points sont réels, et que les autres soient imaginaires conjugués par
couples, on aura 2-+2-1-42==7 droites réelles; 2 couples de droites imaginaires
conjuguées qui se coupent, et 8 couples de droites imaginaires conjuguées qui ne se
coupent pas (Froisiéme espece).

4.° Si les six points sont tous imaginaires et conjugués par couples, on aura
1+4+1-41==3 droites réelles; 6 couples de droites imaginaires conjuguées qui se cou-
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pent, et 6 couples de droites imaginaires conjuguées qui ne se coupent pas (quatrieme
espece). '

Il west pas possible d’obtenir la cinquieme espéce par ce mode de génération: ce qui
résulte aussi du remarque que, dans la cinquieme espéce, il n’y a aucun six réel, tandis
que la génération a laide de trois réseaux projectifs (dont I'ensemble soit réel) nous
méne 4 un double-six, les deux six duquel (formés par les droites qui correspondent
aux six points et aux six coniques) sont nécessairement réels *).

Nous nous proposons maintenant de prouver que, si la génération par des réseaux
projectifs ne peut donner que les quatre premiéres espéces, il y a un autre mode de
génération qui est propre & donner toutes les cing especes. Pour cela, il faut que nous
discutions d’abord les cas possibles fournis par U'intersection de deux surfaces quadri-
ques, qui ne se touchent en aucun point.

161. Deux surfaces de second ordre, qui n’aient aucun point de contact, se coupent
suivant une courbe gauche de quatriéme ordre, par laquelle passent quatre cones qua-
driques; les sommets de ces cones sont aussi les sommets du tétraédre conjugué commun
a toutes les surfaces quadriques passant par la courbe gauche. Ces surfaces forment
un faisceau: c’est-a-dire que par un point quelconque x de l’espace et par la courbe
gauche passe une seule surface quadrique. Les deux génératrices rectilignes de cette
surface, qui passent par «, sont les deux droites qu’on peut mener du point « a couper
deux fois la courbe gauche.

Tout cone passant par la courbe gauche et ayant son sommet en un point de la
courbe est du troisiéme ordre; et par conséquent, la perspective de la courbe gauche
sur un plan, Poeil étant placé sur elle, est une courbe (générale) du troisieme ordre.

(C’est des propriétés de cette perspective plane qu'on déduit un grand nombre
de propriétés de la courbe gauche de quatriéme ordre (et de premier genre (125)).
Par ex., par un point quelconque de la cubique plane on peut lui mener quatre droites
tangentes, et le rapport anharmonique de ces quatre droites est constant (rapport
anharmonique de la cubique). Done, par toute droite appuyée a la courbe gauche en
deux points oo, on peut lui mener quatre plans tangents. Si o est 1'oeil et que I'on

*) Si I'on regarde une surface cubique F, comme polaire mixte de deux plans E, I/, par
rapport 4 une surface fondamentale du méme ordre (76), on arrive & un double-six, dont les
droites correspondent aux intersections des plans donnés avec deux courbes gauches du 6.¢ ordre
respectivement. Si les plans donnés sont imaginaires conjugués, il en est de méme des deux
six, et par conséquent, il peut d’abord paraitre possible d’obtenir, par ce moyen, la cinquiéme
espéce aussi. Mais I'illusion s’évanouit en considérant que les droites homologues des deux six,
qui sont imaginaires conjuguées, ne se coupent pas: tandis que, dans la cinquiéme espéce,
deux droites imaginaires conjuguées sont toujours dans un méme plan.
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déplace o', le rapport anharmonique de ces quatre plans reste invariable; et dés lors
il ne changera pas si o est fixe et o variable; et conséquemment, le méme rapport
ne variera pas non plus de quelque maniére qu’on déplace la corde oo'. Il résulte de
14 que, si 1'oeil parcourt la courbe gauche, le rapport anharmonique de la cubique
perspective se conserve constant. On peut donner & ce nombre constant la dénomination
de rapport anharmonique de la courbe gauche.

162. On peut regarder une courbe gauche C, de quatriéme ordre (premier genre)
comme l'intersection incompléte d’une surface S du second ordre et d'un cone K du
troisieme ordre, dont le sommet soit un point o de C,. Les deux génératrices de S
qui passent par o coupent de nouveau la courbe gauche; et dés lors elles appartiennent
aussi au cone K; c'est-d-dire qu’elles formeront, avec C,, I'intersection compléte des
lieux S et K. Le plan de ces génératrices est tangent & S au point o; il contient donc
la droite T tangente en ce point & C,: droite qui’est aussi une génératrice du cone
K. Le plan osculateur & C; en o coupera la courbe en un autre point o'; donc, ce
méme plan touchera le cone K suivant T et le coupera suivant la droite oo'.

L’oeil étant placé en o, la perspective de C, est une cubique (base du cone K).
Soit o la trace de T sur le plan du tableau; les droites tangentes de la cubique, issues
de o, seront les traces des quatre plans tangents de C,, qu’on peut mener par T. Or,
ces plans touchent la courbe gauche en deux points (dont I'un est 0); done ils passeront
respectivement par les sommets des quatre cones quadriques, sur lesquels C, est placée:
car ces cones forment I’enveloppe compléte des plans bitangents de C,. Conséquem-
ment le rapport anharmonique des quatre plans qui touchent C; en un point quelconque
el passent respectivement par les sommets des quatre cones quadriques est égal aw rapport
anharmonique de la courbe gauche méme; et dés lors, il est un nombre constant.

163. Réciproquement, une cubique plane donnée peut étre regardée comme per-
spective d’une courbe gauche du quatriéme ordre (premier genre) passant par Ioeil
0. Soit ® un point quelconque de la cubique plane; et qu'une droite menée par o coupe
cette courbe en deux autres points o, »,. Alors, le cone qui a le point o pour sommet
et la cubique plane pour base, rencontrera une surface quadrique menée arbitrairement
par les droites ow,, ow,, suivant une courbe gauche du quatriéme ordre, touchée en
o par la droite ow.

164. Si les deux surfaces quadriques (161) sont réelles, leur intersection peut étre
réelle ou imaginaire; et dans la premiére hypothése, ou elle consiste en un #rait (Zug,
Stiick) unique ; ou bien elle est ’ensemble de deux #raifs associés qui n’ont aucun point
commun, pas méme & distance infinie. Nous aurons & examiner ces trois cas séparément.

165. Si l'intersection C, de deux surfaces quadriques est une courbe monogrammigue
(& un seul trait), sa perspective (I’oeil étant toujours placé sur la courbe gauche) sera
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aussi d’un seul trait, ¢’est-d-dire qu’elle n’aura qu’une branche serpentine avee trois
inflexions *). Or, on sait **) qu'une telle cubique plane a un rapport anharmonique
imaginaire: en d’autres termes, d’un point quelconque de la cubique on ne peut lui
mener que deux tangentes réelles. Donc (162), parmi les quatre plans tangents & C,
en un point quelconque et passant respectivement par les sommets des quatre cones
quadriques (qui font partie du faisceau dont C, est la base) il n’y en a que deux réels;
c'est-d-dire que des quatre cones deux seulement sont réels.

De ce que la cubique perspective n’admet que deux tangentes réelles issues d'un
quelconque de ses points, il résulte en outre que par toute droite appuyée & Cy, en
deux points réels, distinets ou coincidents, on peut mener o cette courbe deux plans tan-
gents réels, et deux seulement. D’aprés la loi de continuité, cette propriété subsistera
aussi pour une droite appuyée a C, en deux points imaginaires conjugués.

Le tétraédre conjugué a deux sommets réels, et dés lors deux faces réelles: chaque
face réelle contient un sommet réel. Donc, chaque face réelle coupe C, en deux points
réels; ¢’est-a-dire qu’elle coupe le cone quadrique, dont le sommet est situé sur cette face,
suivant deux droites, dont une rencontre en deux points réels la section de 'autre cone.

Les cones réels de second ordre, qui passent par C,, constituent la limite de
séparation entre les surfaces gauches et les surfaces non réglées du faisceau, dont C,
est la base. Dans le cas actuel, il est aisé de voir que la quadrigue (du faisceau) passant
par un point quelconque de Uespace intérieur ow extérieur & tous les deux cones réels,
est gauche ; au liew que la quadrique passant par un point quelconque de Uespace intérieur
o Vun des cones et extériewr o Vautre w'est pas réglée [*°].

166. L’intersection C, soit maintenant une courbe digrammique (& deux traits),
auquél cas la cubique perspective sera composée d’une ovale ***) et d’une branche ser-
pentine avec trois inflexions. Soit @ la trace, sur le tableau, de la droite qui touche
C, au point o de 'oeil (163); les tangentes menées par o a la cubique seront les
traces des quatre plans qui touchent C, en o et passent respectivement par les sommets
du tétraddre conjugué (162). Or, les quatre tangentes de la cubique, issues de w, sont
toutes imaginaires ou toutes réelles, selon que ce point appartient a l'ovale ou a la
branche serpentine; donc, les sommets du tétraedre conjugué (savoir les sommets des

*) En considérant la continuité de la courbe comme non interrompue par les passages a
I'infini. {Une forme typique de cette sorte de cubiques planes estla parabola pura de NEwWTON
(Enwmeratio linearum tertii ordinis)i.

##) {Giornale di matematiche, t. 2.0 (Napoli 1864) p. 78| [Queste Opere, n. 48 (t. 2.9)].

*#+4) En appliquant cette dénomination méme aux formes hyperboliques et paraboliques
[d’aprés M. BerLraviris.] {Une forme typique de cette espéce est la parabola campaniformis
cum ovali de NEwTON|.
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quatre .cones quadriques qui passent par C,) seront fous imaginaires ou tous réels, selon
que la perspective du trait, sur lequel est placé Uocil, est une ovale ou une branche serpentine.

II résulte de 14 que, si la courbe C, est donnée, la perspective du trait sur lequel
on place I'oeil, quel que soit le trait choisi, sera toujours une ovale, ou toujours une
branche serpentine. Nous avons donc deux cas & distinguer, suivant que le tétraedre
conjugué est tout réel ou tout imaginaire.

167. Si le tétragdre est tout imaginaire, c'est-d-dire si o est un point de I'ovale,
un plan quelconque mené par 'oeil coupera C, en trois autres-points (dont deux peuvent
étre imaginaires), les perspectives desquels ou appartiendront toutes & la branche ser-
pentine, ou 'une & cette branche et les deux autres a ’ovale. Done, si un plan rencontre
Cy en quatre points réels, trois de ces points appartiendront & un méme trait; et le qua-
trieme & Uautre trait; et si un plan rencontre C, en deux points réels seulement, ces deux
points sevont toujours Uun sur un trait et Uautre sur Uautre traif. D’ou il suit qu'un
plan tangent en un point coupe la courbe en deux autres points situés sur des traits
différents; qu’un plan osculateur 4 un trait coupe I'autre trait; et qu'il n’y a aucun plan
réel qui touche la courbe en deux points, ou qui la rencontre en quatre points tous
imaginaires ou tous coincidents.

En outre, il résulte de ce qui a été remarqué pour la cubique perspective, que
par toute droite appuyée & la courbe en deux points (réels ou imaginaires conjugués)
dun méme trait il ne passe aucun plan réel tangent ailleurs & la courbe; et que par
une droite appuyée aux deux trails on peut toujours faire passer quatre plans tangents
réels.

Quand un tétraédre est conjugué a une surface quadrique, toute génératrice de celle-
ci rencontrant une aréte du tétraédre, rencontre aussi 'aréte opposée; et par suite la
surface contient les quatre droites suivant lesquelles s’entrecoupent les quatre plans
tangents menés par deux arétes opposées. Si le tétraédre est formé (comme 1'on suppose
actuellement) par deux couples de plans imaginaires conjugués, il a néanmoins deux
arétes opposées réelles, dont chacune est I'intersection de deux plans tangents de la
surface. Or, ces plans sont réels, car ils doivent former un systéme harmonique avec
deux faces du tétragdre, lesquelles sont des plans imaginaires conjugués. Donc les quatre
droites d’intersection des deux couples de plans tangents sont réelles, et conséquem-
ment la surface est gauche. .

Ainsi, dans le cas actuel, toutes les quadriques passant par C, sont gauches; c’est-
a-dire que par tout point de 1'espace on peut faire passer deux droites réelles qui
rencontrent deux fois la courbe (I'une au moins en des points réels).

168. Supposons maintenant que notre courbe gauche C, (digrammique) corresponde
4 un tétraédre conjugué tout réel, c’est-a-dire qu’elle soif située sur quatre cones qua-
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driques réels. Un plan mené arbitrairement par 'oeil coupera C, en trois autres points
(deux peuvent étre imaginaires), dont les perspectives tomberont ou toutes trois sur
la branche ‘serpentine, ou bien 'une sur cette branche et les deux autres sur I'ovale.
Done, si un plan rencontre Cy en quatre points réels, ceuz-ci peuvent appartenir tous a
un méme trait ou bien deux & Uun trait et deux & Uaubre; et si un plan rencontre la
courbe en deux points réels seulement, ceux-ci appartiennent foujours a un méme trait.
Dot il résulte qu’un plan osculateur & un trait coupe ce méme trait.

De T'analyse des quatre tangentes de la cubique perspective, issues d’un quelconque*
de ses points, on déduit en outre que par foute droite appuyée & (o courbe en deux
points (réels ou imaginaires conjugués) d’un méme trait on peut faire passer quatre plans
tangents, dont deuwx touchent un frait ef deux Uautre; tandis que par toute droite appuyée
aux deux traits il ne passe aucun plan tangent réel.

Chaque face du tétraédre conjugué coupe la courbe C,en quatre points, sommets
d'un quadrangle complet, dont les cOtés opposés se rencontrent en trois points réels
(sommets du tétraddre); donc ces quatre intersections sont toutes réelles ou toutes
imaginaires. Mais d’autre part, si un triédre est conjugué & un cone quadrique, il y
a une face du triédre qui ne rencontre pas le cone. Done, deux faces du tétraedre coupent
Cy en quatre points réels et les deux autres en quatre points imaginaires.

Il est aisé de voir que la quadrique du faisceau, dont C, est la base, menée par
un point quelconque de Tespace intérieur ow extérieur o ftous les quatre cones, ou bien
de Uespace intérieur o deux cones et extérieur auxr deux aufres, est une surface gauche;
tandis que la quadrique passant par un point intérieur (extériewr) & un cone et extérieur
(intérieur) aux trois autres, est ume surface non réglée. En outre, par un point quel-
conque de l'espace intérieur ou extérieur a tous les quatre cones, on peut mener deux
droites, dont chacune est appuyée en deux points (réels ou imaginaires conjugués) a
un méme trait de C,; au lieu que par tout point extérieur & deux cones et intérieur aux
deux autres on peut mener deux droites, chacune desquelles coupe 1’'un et 'autre trait.

169. Enfin, supposons que la courbe C, soit imaginaire: auquel cas tout plan réel
coupe G, en quatre points imaginaires, sommets d’'un quadrangle complet qui aura deux
cOtés réels; tandis que les autres couples de cotés opposés n'ont de réel que le point
de concours. Il y a donc, dans I'espace, un nombre infini de points par lesquels on
peut mener deux droites réelles & rencontrer en deux points (nécessairement imaginaires
conjugués) la courbe; et il y a un nombre infini aussi de points par lesquels ces deux
droites sont imaginaires conjuguées; c’est pourquoi il y aura une surface réelle, lieu
des points pour lesquels ces deux mémes droites sont coincidentes. Or, ce lieu est en
général formé par les quatre cones quadriques passant par C,; done, dans le cas actuel,
il y aura au moins deux [*!] cones réels.



110 MEMOIRE DE GEOMETRIE PURE SUR LES SURFACES DU TROISIEME ORDRE.

Le tétraedre conjugué est tout réel. En effet, si a est le sommet d’un cone réel, le
plan polaire de a (par rapport aux quadriques du faisceau dont C, est la base) coupera
C, suivant un quadrangle imaginaire, dont les couples de cotés opposés ont trois points
de concours réels, b, ¢, d. Or, abed est précisément le tétraédre conjugué.

Puis, si 'on réfléchit que chaque face du tétraédre coupe I'un des trois cones, dont
elle contient les sommets, suivant deux droites réelles, et chacun des deux autres sui-
vant deux droites imaginaires (conjuguées), et que des trois faces concourant au sommet
d’un cone réel deux seules peuvent couper ce cone suivant des droites réelles; on recon-
naitra que deux cones, seulement, sont réels; les deux autres, tout en ayant leurs sommets
réels, sont imaginaires.

Les deux cones réels sont totalement extérieurs 'un a Vautre. Les surfaces (du fai-
sceau dont C, est la base) qui passent par les points de Uespace extérieur & Uun et & Uautre
cone sont gauches; aw liew que par les points intérieurs a Uun des cones, il ne passe que
des quadriques (du faisceau) non réglées.

170. Ainsi, il y a frois espéces différentes de la courbe gauche (générale) de quatriéme
ordre et de premier genre, c’est-a-dire:

1.7 cas — Courbe réelle monogrammique : le tétracdre conjugué a deux sommets
réels; il y a deux cones quadriques réels qui passent par la courbe.

2.° cas — Courbe réelle digrammique: le tétraédre n’a aucun sommet réel; il n'y
a aucun cone réel.

3.¢ cas — Courbe réelle digrammique: le tétraédre a quatre sommets réels, qui
donnent quatre cones réels aussi.

En outre, l'intersection de deux quadriques réelles (qui ne se touchent en aucun
point) présente un autre cas possible: A

4.2 cas — Courbe imaginaire: le tétraédre a quatre sommets réels; mais il n'y a
que deux cones réels.

171. Qu'on revienne maintenant a la surface cubique générale F;, et qu’on remarque
que dans toutes les cingq especes qu’elle peut présenter (159) il y a toujours trois droites
réelles situées dans un méme plan: soient ces droites a, b, ¢. La premiere polaire du
point o, commun & b et ¢, est une quadrique gauche qui ne passe pas seulement par
les droites b, ¢; elle coupe F; aussi suivant une courbe gauche C, de quatrieme ordre
(premier genre), lieu des points ot F; est touchée par des droites issues de o. Cette
courbe gauche rencontre chacune des droites b, ¢ en deux points, qui sont évidemment
les mémes ol cette droite touche deux coniques de la surface.

La courbe C, est la base d’un faisceau de quadriques coupant F; suivant des
coniques, dont les plans passent par la droite @ (143): ainsi ces quadriques et les plans
par a forment deux faisceaux projectifs propres a engendrer la surface Fs;. Remarquons
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de plus (143) que les plans par a sont les polaires du point o par rapport aux qua-
driques correspondantes; d’ou il résulte que la surface cubique est complétement
déterminée par la courbe gauche C, et par le point o.

Les autres 24 droites sont, deux & deux, situées dans les 12 plans tritangents qui
passent par a, b, ¢; parmi lesquels, les 4 plans par a sont déterminés par les sommets
des 4 cones quadriques qui passent par C,; et les auntres sont les plans qu’on peut
mener par b et ¢ & toucher ailleurs C, (112).

A présent, il faut démontrer qu’en choisissant la courbe C, et le point ¢ d’une
manidre convenable, on peut déduire toutes les cing espéces des surfaces cubiques,
de ce mode de génération.

172. Que la courbe C, soit réelle, digrammique et placée sur quatre cones quadriques
réels, et que le point o soit extériewr & fous les quatre cones: auquel cas (168) non-seule-
ment passent par o deux cordes réelles b, ¢ de C,, mais, en outre, les plans polaires
de o se coupent suivant une droite @, qui rencontrera chaque cone en des points réels.
D’ou il résulte que par @ passent quatre plans tritangents (de F;) réels (les plans
polaires de o par rapport aux quatre cones), chacun desquels contiendra (outre a) deux
droites réelles. On peut ajouter (168) que chacune des droites b, ¢ coupera en deux
points (réels ou non) un méme trait de C,; et que par chacune de ces droites on peut
conséquemment mener quatre plans tangents a la courbe gauche, et des lors tritangents
a F;. Cela est propre et exclusif 4 la premiere espeéce des surfaces cubiques (156);
donc chacun de ces huit plans tritangents par b ou par ¢ contiendra deux autres
droites réelles. Ainsi la surface engendrée aura 27 droites réelles.

Réciproquement, on peut démontrer que le choix adopté pour C, et pour le point o
est nécessaire afin que la surface engendrée soit de la premiére espéce.

173. Si la courbe Cyest de nowvean réelle, digrammique et placée sur quatre cones
quadriques réels, mais que le point o soit intérieur & tous les quatre cones, nous aurons
encore (168) quatre plans tritangents réels par chacune des droites a, b, ¢. Mais, comme
dans ce cas la droite a (intersection des plans polaires de o) est entierement extérieure
a tous les cones, il en suit que chacun des quatre plans par cette droite, ne rencontrant
pas le cone correspondant suivant des droites réelles coupera F; suivant deux droites
imaginaires conjuguées. Ce résultat est propre et exclusif a la cinquieme espece (157);
donc chacun des huit plans par & ou par ¢ contiendra aussi une couple de droites
imaginaires cbnjuguées. Ainsi la surface engendrée aura trois droites réelles et douse
couples de droites imaginaires conjuguées qui se coupent.

Réciproquement, on peut démontrer que pour engendrer une surface cubique de
la cinquiéme espéce, il faut choisir la courbe C, et le point o, de la maniére que nous
venons de faire.
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174. Que la courbe gauche C, soit encore véelle, digrammique el placée sur quatre
cones réels, et que le point o soit pris dans Uespace intérieur & deux cones et extérieur
aux deux autres: auquel cas la droite @ rencontrera (en des points réels) les deux
derniers cones seulement, et chacune des droites b, ¢ sera appuyée a tous les deux
traits de C,. D’ou il résulte (168) que par o passeront quatre plans (tritangents) réels,
dont deux seulement couperont F, suivant d’autres droites réelles; et que par b et ¢
il ne passera aucun plan (tritangent) réel. Cela est propre et exclusif & la troisieme
espeéce; la surface engendrée aura donc sept droites véelles, deux couples de droites
imaginaires conjuguées qui se coupent, et huit couples de droites imaginaires conjuguées
qui ne se coupent pas.

Il y a deux autres maniéres d’obtenir la surface cubique de la troisiéme espéce:
1.2 si C, est réelle, digrammique, sans aucun cone quadrique réel, le point o étant
du reste tout & fait arbitraire; 2.° si C, est imaginaire, et que le point o soit extérieur
4 tous les deux cones réels.

175. Soit C, une courbe. réelle, monogrammique, et que le point o soit extérieur
a tous les deux cones quadriques réels qui passent par la courbe: auquel cas (165)
il y aura deux plans réels par a, chacun contenant deux autres droites réelles; et de
méme il y aura deux plans réels par chacune des droites b et ¢. Cela est propre et
exclusif a la deuxiéme espéce; d’ou il résulte que chacun des quatre plans réels passant
par b ou par ¢ coupera F; suivant deux autres droites réelles. Ainsi la surface engendrée
aura quinze droites réelles et six couples de droites imaginaires conjuguées qui ne se
coupent pas.

Réciproquement, on peut démontrer que le choix adopté pour C, et pour le point
o est nécessaire afin d’obtenir une surface cubique de la deuxiéme espéce.

176. En dernier lieu, supposons que la courbe C, soit réelle monogrammique, et
que le point o soit intérieur & tous les deux cones réels. Dans ce cas (165), par chacune
des droites a, b, ¢, il ne passe que deux plans réels; et chacun des deux plans par a
contiendra deux droites imaginaires conjuguées. Nous tombons ainsi sur la quatriéme
espéce; et par conséquent chacun des plans réels par b ou ¢ donnera aussi deux droites
imaginaires conjuguées. La surface engendrée aura donc trois droites réelles, six couples
de droites imaginaires conjuguées qui se coupent, et six couples de droites imaginaires
conjuguées qui ne se coupent pas.

Et réciproquement, afin d’obtenir une surface cubique de la quatriéme espéce, il
faut choisir la courbe C, et le point o de la manieére que nous venons d’indiquer.

177. Dans tout ce qui précede, il est entendu qu’'on veut prendre pour base des
opérations un plan tritangent avec trois droites réelles: et nous avons démontré qu’sl
est possible d’engendrer toutes les cing espéces de la surface cubique générale.
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Mais si 'on voulait partir d’'un plan tritangent réel contenant une seule droite
réelle a et deux droites imaginaires conjuguées b et ¢, il ne serait plus possible d’obte-
nir la premiére et la deuxiéme espéce, car ces especes h’admettent aucune couple de
droites imaginaires qui se coupent. Au contraire, on peut construire les trois autres
espéces, comme il suit:

la troisieme espéce, si C, est réelle et digrammique, avec quatre cones réels, et
que le point o soit extérieur & trois cones et intérieur & l’antre;

la quatriéme espéce, si C, est réelle, monogrammique, et que le point o soit inté-
rieur 4 I'un des deux cones et extérieur a 1'autre;

enfin, la cinquieéme espéce, si C, est réelle et digrammique, avec quatre cones réels,
et que le point o soit intérieur & trois cones et extérieur au quatriéme; ou bien si
C, est imaginaire et que le point o soit intérieur & I'un des deux comes réels (et exté-
rieur a ’autre).

Cremona, tomo III 8
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CHAPITRE SIXIEME.
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une quadrique, qui ont deux points doubles ou un rebroussement. Pag. 46
83. Les dix points doubles p de la Hessienne sont distribués, trois & trois, sur
les dix droites © correspondantes. . . . . . » 47
{84. L'Hessienne n’ a pas en général d’autres points doubles, outre les dix pomts pl. > -
85. Toute droite joignant deux points correspondants oo’ de la Hessienne a la
propriété que les plans polaires de ses points passent par une méme
droite «'v . . . . . S
{86. Si 00’ est tangente & la Hess1enne la drmte ' aura avec celle-ci un contact
du troisiéme ordre. | . . . . . . » 48
87. Point d’inflexion de la courbe d’mtersectlon de F; avec un plan stationnaire. » —
88. Nombre des droites oo’ dans un plan donné . » 49
89. Le plan polaire d’un point de F;, par rapport & la Hess1enne, passe par les
points d’inflexion de la cubique intersection de F; avec le plan tangent. » —
90. Nombre des droites %v' dans un plan donné . . . . » B0
91. Si une droite coupe la Hessienne en a b ¢ d, les points correspondants a'd'c’ d
forment un tétraédre dont les faces passent par a, b, ¢, d respectivement » b1
92. Propriété des droites tangentes 4 la Hessienne » =
93. Le cone polaire de la droite = est osculateur & la Hesmenne en p. > =
94. La Hessienne et le cone polaire de = ont les mémes plans tangents suivant
les trois droites =, 7, n; qui concourent en p. . . . » o —
95. Le méme cone coupe la Hessienne suivant une conique située dans le plan
polaire de p . » -
96. Surface polaire du plan pr . . » b2
97. Si une droite par p rencontre la Hessnenne enc,d, les pomts correspondants
¢, d sont en ligne droite avec p. . . . . > b3
98. Les droites = sont quatre & quatre, et les points p sont six a six dans cing
plans. Le pentaédre de M.SYLVESTER. . . . . . » bd
99. Les quadriques polaires des points de chacun des cing plans du pentaedre
sont conjuguées au tétraédre formé par les autres quatre plans » =
100. Propriété des arétes et des diagonales du pentaédre » 55
101. 102. Figures correspondantes formées par les droites et les plans par p. » o —
103. 104. Cones cubiques qui correspondent & soi-mémes et coupent la Hessienne
suivant deux courbes planes. Involution des plans de ces courbes . » b6
105. Surface polaire d’'un plan passant par p . » BT
106. Awutres propriétés du pentaédre. Nouveau pentaédre . » b8
107. Droites polaires d'un plan par rapport aux cones quadriques dont les som-
mets sont dans ce plan. Axes des cylindres polaires. » B9
108, Plans qui coupent Fy suivant des cubiques harmoniques ou équi-anharmo-
niques » 60
CHAPITRE SEPTIEME.
Les vingt-sept droites d’une surface du troisiéme ordre.
109. Les 27 droites; 5 plans tritangents par chaque droite; involution; les 45 plans
tritangents . . . . . . . , . . , ' Pag. 61
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suivant des coniques.
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142. L’enveloppe de chacune des séries d'hyperboloides Ja, Js, Jc¢ coincide avec
le lieu des sommets des cones quadriques (ABC) Pag. 87
143. Faisceau des quadriques Sa . . » 88
144. Le lieu des sommets des cones (ABC) est aussi le 11eu de la courbe d’inter-
section des quadriques Ja, Sa; ete. . . . » 89
145. Les six coniques de F; tangentes aux trois droites a, b ¢ sont situées sur
quatre cones, dont les sommets sont en ligne droite. » 90
146. Hyperboloides qui coupent F, suivant six droites » 91
147. Ternes conjuguées de droites qui ne se coupent pas » 92
Cmarrrre  DixriMe.
Propriétés diverses.
148. Triedres conjugués . . . . . . Pag. 92
149. Ternes de triédres conjugués qui contiennent toutes les 27 drmtes » -
150. Les sommets de deux triédres conjugués sont deux points correspondants
de la Hessienne » 93
151. Propriétés des points 3 ol se coupent deux a deux, les 27 drmtes » 94
152. Les deux points ou la Hessienne est touchée par une droite de F; sont des
points correspondants sur la Hessienne oy =
153. Surfaces du dixiéme ordre passant par les 135 points 8 » o —
154. Propriété de la section de la Hessienne par un plan quelconque . » 95
CrapitrE  ONZOIME.
Classification des surfaces du troisieme ordre, em égard & la réalité
des 27 droites.
155. On peut toujours engendrer une surface cubique réelle par deux tricdres,
chacun desquels soit un ensemble réel Pag. 96
156. Deux triédres formés par six plans réels. » 98
157. Un triedre réel; 'autre contenant deux plans imaginaires conjugués . > 99
158. Chaque triédre contenant deux plans imaginaires conjugués. » 101
159. Les cinq espéces de la surface cubique générale . . . » 103
160. La génération par trois réseaux projectifs ne donne que les quatre premiéres
espéces . . . . . » 104
161. Courbe C,, intersection de deux quadriques » 105
162. Le rapport anharmonique de C, est celui des quatre plans qui touchent la.
courbe en un méme point quelconque et qui passent respectivement par
les sommets des quatre cones quadriques sur lesquels la courbe est placée. » 106
163. La cubique plane, perspective de C,. . . . . » o —
164. Les trois cas de l'intersection de deux quadriques qui ne se touchent pas. » —
165. Courbe monogrammique . . » o —
1166, Courbe digrammique; deux cas a distinguer. } » 107
167. Courbe digrammique, tétraédre imaginaire » 108
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