9.

SUR LA SURFACE DU QUATRIEME ORDRE QUI A LA PROPRIETE
D'ETRE COUPEE SUIVANT DEUX CONIQUES PAR CHACUN
DE SES PLANS TANGENTS.

Journal fiir die reine ynd angewandte Mathematik, Band 63 (1864), pp. 315-3:8.

1. Dans les Monatsberichte de ’Académie royale des sciences de Berlin (juillet et
novembre 1863) on lit des communications trés-intéressantes, faites par MM. KuMMER,
WEIERSTRASS et SCHROTER au sujet de la surface du quatrieme ordre qui jouit de la
propriété d’étre coupée suivant deux coniques (courbes du second degré) par chacun
de ses plans tangents: surface, dont la premiére découverte est due a 1’illustre STEINER.

Dans ce mémoire, je me suis proposé d’étudier cette remarquable surface. J’aurai
occasion de démontrer, par les moyens de la géométrie pure, non-seulement les théo-
rémes déja connus, mais d’autres encore, nouveaux et peut-étre dignes d’attention.

2. Je considére, dans un plan donné E, une courbe du troisiéme ordre (cubique
fondamentale), sa Hessienne, qui est une autre courbe du méme ordre, et le systéme
des coniques polaires des points du plan, par rapport a la premiere courbe, lesquelles
forment un réseaw géométrique du second ordre. Je considere, en outre, les poloconiques
pures et mixtes des droites du plan *).

Toute droite R a quatre pdles, qui forment la base du faisceau des coniques polaires
des points de R: le triangle conjugué a ces coniques est inscrit dans la Hessienne,
et ses sommets » sont conjugués (par rapport a toutes les coniques du réseau) aux
points ol R rencontre la méme courbe. De plus, la Hessienne est tangente, aux points
r, 4 la poloconique pure de R, et est coupée, en ces mémes points, par la poloconique
mixte de R et d'une autre droite arbitraire.

*) Voir mon Introduzione ad wna teoria geometrica delle curve piane, sez.c III> (Bologna
1862). [Queste Opere, n. 29 (t. 1.9)].
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3. Soit J® une surface du second degré; o un point fixe de cette surface: T la
droite intersection du plan E par le plan tangent a J® en o. Désignons par ¢ les
points de contact de la Hessienne avec la poloconique purc de T.

4. Considérons, dans le plan E, une conique polaire S; trois droites menées du
point o aux sommets d’un triangle conjugué & cette conique, percent la surface J® en
trois points, dont le plan passe constamment par un point fixe s, quel que ce soit le
triangle conjugué *). Ce point s, qu’on peut regarder comme correspondant a la conique
S, est évidemment situé sur la droite qui joint o au pdle de T, par rapport & S.

5. Supposons maintenant que la conique S soit variable autour des sommets d’un
quadrangle fixe (pdles d’une droite fixe R). Les points diagonaux r de ce quadrangle
forment un triangle conjugué a toutes les positions de S; donc le point correspondant
s se maintiendra dans le plan P des trois points, ou la surface J® est rencontrée par
les droites or. Les poles de la droite T, par rapport aux coniques S du faisceau, sont
situés dans une autre conique K, passant par les points #; donc le lieu du point s
est la conique H, intersection du plan P par le cone oK *¥).

6. La courbe K est la poloconique mixte des droites R, T, elle passe donc par
les points ¢ (2.). 1l s’ensuit que, si I'on fait varier (dans le réseau) le faisceau des
coniques polaires S, c’est-a-dire que si I'on fait varier la droite R, la conique K passera
toujours par les trois points fixes ¢: et par conséquent, les coniques H, lieux des points s
correspondants a toutes les coniques du réseau, rencontreront les trois droits fixes o#**¥).

7. Tout plan P contient deux coniques H. En effet, le plan P coupe la surface
J® suivant une conique, et le cone déterminé par celle-ci, avec le sommet ¢, rencon-
trera la Hessienne, non-seulement aux points », mais encore en trois points nouveaux #’,
par lesquels (et par les points ¢) passe la poloconique mixte K' de T et d'une autre
droite R', coupant la Hessicnne dans les poles conjugués aux points #' (2.). Le cone oK'
tracera sur le plan P une conique H', passant par les points ou la premiére conique H
s’appuie aux droites of. La quatriéme intersection des coniques H, H' sera le point s
qui correspond (4.) & la conique S, polaire du point RR' ).

8. Si la droite R coincide avec T, K deviendra la poloconique pure de T. Le plan
de la conique H coupe la surface J® suivant une conique qui, dans ce cas, se confond
avec H'; car le cOne passant par cette conique, avec le sommet o, rencontre la Hes-

*) CHASLES, Mémoire sur deux principes généraux de la science: la dualité et Ihomographie
(Mémoires couronnés par 1'Académie royale de Bruxelles, t. XI, 1837; pag. 707-708).
#¥) WRIERSTRASS (Monatsh. p. 337); SCHROTER (ibid. p. 524).
*#¥) SCHROTER (ibid. p. 533).
1) WeIERSTRASS (ibid. p. 338); SCHROTER (ibid. p. 534).
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sienne aux points ¢ et en trois autres points; et la conique passant par ces derniers
points et par les ¢ détermine de nouveau le méme cone. La surface J® contient donc
une certaine conique H*).

9. Soient 7, t,, 75 les points ou T rencontre la Hessienne, c’est-a-dire les pdles
conjugués aux points £, ¢, %; on sait que Tffs, 6T.ls, tifts sont des ternes de points
en ligne droite. Supposons que la droite R prenne la position 1¢f;; dans ce cas, la
conique K passera (2.) par les points ¢ .7, fit.fs, et par conséquent elle se décom-
posera en deux droites, £¢,, §,¢;. Les droites or, qui, dans ce cas, deviennent o(tl,rz,@),
percent J® en trois points, dont les deux derniers coincident avec o, parce que le plan
o1y est tangent a la surface J® en o (3.); le plan P de ces points passe donc par
ot,, mais il est du reste indéterminé. Et la section du cone oK par ce plan P, ¢’est-
a-dire la conique H, se réduit a la droite of,, regardée comme un systéme de deux
droites superposées. De méme pour of, et of; **).

10. De quel ordre est la surface, lieu des points s, ou bien des coniques H?
Chacune des droites of représente une conique H pour tout plan qui passe par cette
droite (9.): ainsi of est une droite double sur la surface. Toutes les coniques H ren-
contrent ces trois droites of (6.): donc les droites o(t;, f;) représentent 1 intersection
complete de la surface par le plan off;. Il §’ensuit que le liew du point s est une
surface JU du quatrieme ordre, sur laquelle oft,, ., £;) sont des droites doubles, et o est
un point triple: ¢n effet, toute droite menée par o contient un seul point s***).

11. Dés que ia Hessienne est le lieu des sommets des triangles conjugués aux
coniques S, prises deux & deux, il est évident que la surface J® passe par la courbe
gauche du sixieme ordre, intersection de J® avec le cone, dont o est le sommet et la
Hessienne est la base. Cette courbe gauche et une certaine conique H (8.) forment
ensemble la complete intersection des surfaces J®, J¥ 7).

12. Tout plan tangent a J® coupe cette surface suivant une ligne du quatriéme
ordre ayant quatre points doubles: le point de contact et les intersections du plan
par les droites doubles of. Done la section de la surface J par un quelconque de ses
plans tangents est le systeme de deux lignes du second degré.

Réciproquement, tout plan qui coupe I suivant deux coniques est tangent & la surface.
En effet, parmi les quatre points communs aux coniques, trois appartiendront aux
droites doubles; le quatrieme est nécessairement un point de contact 11).

*) SCHROTER (ibid. p. 53D).

*%) SCHROTER (ibid. p. 533-534).

*%%) WEIBRSTRASS (ibid. p. 338); ScHROTER (ibid. p. H3T).
1) SCHROTER (ibid. p. 535).
1) KummER (ibid. p. 332); WEIERSTRASS (ibid. p. 338).
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13. Quelle est la classe de la surface J®? Menons, dans 1’espace, une droite arhi-
traire G, qui rencontrera la surface en quatre points ss,s,s;. Si un plan tangent passe
par G, les deux coniques H contenues dans ce plan rencontreront G en deux couples
de points, qui seront ss,, $;8;, OU 8Sz, S35, OU SS3, $18;. 11 y a donc au plus trois plans
tangents qui passent par G; c’est-a-dire que la surface J est de la troisiéme classe ™).

Par deux points ss, donnés sur la surface, on peut, en général, mener une seule
conique H. En effet, les droites o(s, s,), avec les trois droites of, déterminent un cone
du second degré, qui, passant par les droites doubles de la surface J, la coupera de
nouveau suivant une ligne du deuxiéme ordre.

Si les points ss, sont infiniment proches, on trouve qu'une droite G, tangente a la
surface J* en un point s, touche en ce point une conique H. Le plan de cette conique
en contient une autre H', qui, en général, ne passe pas par s, mais par les deux autres
intersections de J* par G. Toutefois, si G est osculatrice & la surface, H' passe par s
et touche en ce point une autre droite G': la deuxiéme osculatrice correspondante au
point s. Dans ce cas, le plan des coniques HH' (et des droites GG') est tangent a la
surface en s.

14. La section faite par un plan quelconque dans la surface J“ est une courbe
du quatrieme ordre qui possede, en général, trois points doubles (sur les droites of)
et est, par suite, de la sixieme classe. Dot il suit que le cone circonscrit a la surface,
dont le sommet soit un point arbitraire de Uespace, est du sizieme ordre. Ce cOne est
d’ailleurs, ainsi que la surface J¥, de la trosiéme classe; il aara donc neuf généra-
trices cuspidales, c’est-a-dire que par wun point quelconque de Uespace on peut mener
neuf droites osculatrices a la surface. Et un plan arbitraire contient six droites oscula-
trices, car la courbe du quatriéme ordre, suivant laquelle J“ est coupée par ce plan,
a six points d’inflexion.

Par un point de la courbe susdite on peut lui mener quatre tangentes, dont les
points de contact soient ailleurs; donc le cone circonscrit, dont le sommet soit sur la
surface J®, est du quatrieme ordre. Ce cOne, étant de la troisitme classe, aura trois
génératrices cuspidales et un plan bitangent: le plan qui touche J au sommet du
cone. On conclut d’ici que par un point quelconque de la surface I on peut lui mener
trois droites osculatrices, dont le contact soit ailleurs.

La méme courbe de la sixieme classe a deux tangentes issues de chacun de ses
points doubles; donc le cone circonscrit, dont le sommet soit sur une droite double, est
du deuzxieme ordre et, par suite, de la deuxiéme classe **).

15. Les plans tangents qu’on peut mener & la surface J* par un point d d’une

*) ScHROTER (ibid. p. 538).
*#%) KuMMER (ibid. p. 333); SCHROTER (ibid. p. 538).
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droite double of se partagent en deux séries: les uns passent par of; les autres en-
veloppent le cone du second degré, déja mentionné. Pour les premiers plans, les points
de contact sont sur la droite of; pour les derniers, le contact a lieu ailleurs. Mais le
cone susdit admet deux plans tangents qui passent par of: ces plans donc sont ceux
qui touchent J* au point d; c’est-a-dire qu’ils sont le lieu des droites osculatrices a
la surface en d. En effet, un plan mené arbitrairement par of coupe la surface J®
suivant une conique qui passe par o, car ce point est triple sur la surface: la deu-
xieme intersection de la conique par la droite of est un point d, o ce plan est tangent
a la surface (12.).

Les plans nenés par une droite double of forment ume involution, o deux plans
conjugués sont tungents a la surface en un méme point d. Les plans correspondants au
point o sont évidemment ceux qui passent par of et par 'une des deux autres droites
doubles. Les points de contact des plans doubles de I'involution sont des points
cuspidaux pour la surface J®.

16. Ainsi, par un point arbitraire d de la droite double of on peut mener deux
droites dont chacune rencontre la surface en quatre points coincidents: ces droites
sont les tangentes en d aux coniques H situées dans les deux plans qui touchent la
surface au méme point. De quel degré est la surface, lieu de ces droites? Pour ce
lieu, of est une droite double; en outre, tout plan mené par of ne contient qu’une
de ces droites: le lieu cherché est, par suite, une surface du troisiéme degré. D’ou je
conclus que le plan des deux génératrices issues d'un méme point d de ot passe par
une droite fixe A*). Or les génératrices correspondantes au point o sont évidemment
les deux autres droites doubles de J“; donc le plan de celles-ci contient la droite A.

Nous aurons ainsi trois droites fixes A,, A,, As, correspondantes aux droites doubles
o(t,, %, ty), et situées respectivement dans les plans ofyt,, ofst,, otit,. Un point quelconque
o de A, détermine une droite génératrice de la surface du troisieme degré relative
a of;: cette génératrice passe par « et est située dans le plan cof,. Si le point o
tombe a l'intersection des droites A,, of;, la génératrice correspondante est of,: mais
cette droite est une génératrice aussi de la surface du troisieme degré relative A of,;
le point commun & A, et of; appartient donc aussi & A,. Les ¢rois droites A, A, A, sont,
par suite, dans un méme plan 11 et forment un triangle, dont les sommets a,a,a; sont
situés sur les droites o(t,, b, ts).

17. I suit d’ici que le plan [l contient six droites passant, deux & deux, par
ay, ay, ay, et ayant chacune quatre points coincidents communs avec la surface J¥

#) Voir mon Mémoire Sulle superficie gobbe del terz’ordine (Atti del R. Istituto Lombardo,
vol. II, Milano 1861). [Queste Opere, n. 27 (t. 1.9)].
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(elles sont les génératrices des trois surfaces gauches du troisieme degré relatives a
o(t1, ¢, t5), qui correspondent aux points a,, a,, a;); cest-a-dire que la courbe du qua-
triéme ordre, L, intersection de J® par le plan II, a, dans chacun de ses points
doubles a, non seulement trois, mais quatre points consécutifs communs avec chacune
de ses tangentes au point double. Or 'on sait, par la théorie des courbes planes du
quatriéme ordre avec trois points doubles, que, lorsque les deux droites, qu’on peut,
en général, mener par un point double a toucher une telle courbe ailleurs, coincident
respectivement avec les tangentes au point double, dans ce cas, ces tangentes sont
conjuguées harmoniques par rapport aux droites qui joignent ce point aux deux autres
points doubles. Chaque droite double oat a donc cette propriété que les deux plans
tangents en a sont conjugués harmoniques, non seulement par rapport auzx plans tangents
aux points cuspidauz (15.), mais aussi par rapport auz plans déterminés par cette droite
avec les deux autres droites doubles.

18. Par la méme théorie des courbes du quatriéme ordre avec trois points doubles,
on sait que les six droites tangentes aux points doubles d’une telle courbe forment
un héxagone de Brianchon: donc les trois couples de plans tangents en @, a,a; enve-
loppent un cone du second degré, conjugué au triedre des droites doubles.

Autrement: dans ’involution (15.) des couples de plans tangents aux points d'une
droite double of, on pourra déterminer deux plans conjugués (soit @ leur point de
contact) qui divisent harmoniquement P'angle des plans passant par les autres droites
doubles. Les points de contact, a,a.a;, de ces trois couples singuliéres, correspondantes
aux trois droites doubles, déterminent un plan II coupant la surface J* suivant une
telle courbe du quatrieme ordre, que ses six tangentes aux points doubles enveloppent
une conique conjuguée au triangle a@,a.as.

19. Soient o, & les points cuspidaux sur la droite double oa. Par chacun de ces
points on peut mener une seule droite qui rencontre J* en quatre points consécutifs:
c’est la tangente a la conique suivant laquelle le plan (unique) tangent en ce point
coupe la surface. Les deux droites analogues, correspondantes & o et &, marqueront
sur la droite A les points doubles s, 1, de I'involution déterminée sur cette droite
par les couples de plans qui passent par oa (15.).

Si d est un point quelconque de oa, il est évident qu’on pourra trouver, sur la
méme droite, un autre point d', tel que les plans tangents en d, d' forment un faisceau
harmonique. Si I’on fait varier ensemble les points d, d, on a une involution dans
laquelle o, @ sont des points conjugués (17.), et ®, @ sont les points doubles. Donc
les points cuspidauxr w, & divisent harmoniquement le segment oa.

20. Toute conique H, tracée sur la surface J“, est projectée, du point o sur le
plan II, suivant une conique K, circonscrite au triangle aa.a; (6.). Réciproquement,
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toute conique K décrite par les points a est la perspective d'une conique H déter-
minée (la section de J¥ par le cone oK). La conique K rencontre la courbe du qua-
triéme ordre, L, en deux autres points s, s;; soient s,, s; les nouvelles intersections
de L¥ par la droite ss,. La conique K', décrite par les points a,a,a, et s,s;, est évi-
demment la perspective de la conique H' située avec H dans un méme plan P, dont
la trace sur [l est la droite ss;s,s5. Je nommerai conjuguées ces coniques K, K'.

Si le plan P rencontre la droite double oz en d, les deux plans tangents en d con-
tiendront, séparément, les droites tangentes aux coniques H,H/, et traceront, par suite,
sur le plan IT les droites tangentes en ¢ aux coniques K, K'. Et, & cause de la relation
d’involution entre les couples de plans passant par oa (15.), les couples de droites mendes
par o (dans le plan IL) formeront une involution, dans laquelle deux drvoites conjuguées
sont tangentes, en ce point, a deux coniques K, K' conjuguées. Dans cette involution, les
droites qui joignent @ aux deux autres points doubles de L¥ sont évidemment conju-
guées; tandis que les rayons doubles de I’involution sont les traces des plans tangents
aux points cuspidaux de oa, c’est-a-dire les droites as, aq (19.).

Ce qui est démontré dans ce numéro et dans les deux suivants ne cesse pas de
subsister, si, au lieu du plan II, I'on considére un autre plan transversal, arbitraire.

21. On sait que toute courbe plane du quatriéme ordre, avec trois points doubles,
a quatre tangentes doubles, dont les points de contact sont situés sur une méme
conique. Si #¢ sont les points communs a la courbe L™ et & une de ses tangentes
doubles, la conique décrite par les points a,a,a5ié sera conjuguée & elle-méme, et par
suite elle sera la perspective de deux coniques H superposées. On voit bien d’ailleurs
que les plans tangents en ¢, i’ ne peuvent pas étre différents, car ils représenteraient
quatre plans tangents menés par une méme droite: ce qui est en opposition avec la
classe de la surface (13.). Donc un méme plan (représentant trois plans tangents
consécutifs) touche la surface en ¢, ¢': et par conséquent, ce plan contient deux coniques
H coincidentes en une seule, dans chaque point de laquelle le méme plan est tangent
a la surface.

Ainsi nous arrivons & la conclusion qu’entre les plans tangents de la swrface J®, il
y en a quatre singuliers, P, R, B, R, dont chacun contieni une seule conique
(A T, Ty Hs) et touche la surface tout le long de cette conique*). Les droites
situées dans ces plans sont tangentes & la surface, chacune en deux points: de plus,
il est évident que toute tangente double de la surface, qui ne rencontre aucune des
droites doubles oa, est située dans l'un des plans ‘7.

Et les tangentes de ces quatre coniques .7 sont les droites qui, sans s’appuyer

*) KumMeR (ibid. p. 395).

Cremona, tomo II. 11
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sur une droite double oa, rencontrent la surface en quatre points consécutifs. Par
conséquent, le systeme de ces quatre coniques constitue le liew des points paraboliques
de la surface J*)

22. Les perspectives des coniques 4 sont les quatre coniques 7%, dont chacune
coincide avec sa conjuguée. Les tangentes aux coniques %, en a«, sont les rayons
doubles de I’involution des droites tangentes aux couples de coniques conjuguées: donc
les coniques .7 rencontrent les droites doubles oa aux points cuspidaux o, & (20.).

D’ou il suit que deux plans P se coupent suivant une droite tangente aux deux
coniques /(' correspondantes, en un méme point: et ce point est Uun des six points
cuspidaux de la surface. Autrement: les droites s, @7, qui passent par les points
cuspidaux de oa,, et les autres droites analogues, relatives a oa, et oas, sont les arétes
du tétracdre formé par les quatre plans (7.

Pour fixer les idées, supposons que

le plan 7 contienne les points o, w,wse c,6;,

» 3‘? » » 0, B M58, 773,
» R » » 0,0, D37, 8373,
» f/z ” » 00,037,785,

et soient p, pi, p», ps les sommets du méme tétraedre, de maniére que ses arétes
contiendront les systémes de points qui suivent:.

TR = D230, 8y, RR = PP,
TR = D318, RR = PP,
TR = prp sy, R = PP @373,

23. La droite o, est coupée en o), ¢ par les plans oa.a,, oa.a;, et en p,, p; par
les droites @1, w:e,, ou (ce qui est la méine chose) par les plans tangents a la
surface en @,, w,. Or ces quatre plans forment un faisceau harmonique (15.); donc
laréte p,p; du tétraedre pp,p.p; (et de méme ’aréte pp,) est divisée harmoniquement
par les arétes oa,, a,a; du tétraédre oau.a;. Cela peut étre répété pour les autres
couples d’arétes: on « donc une telle relation de véciprocité entre les dewx tétracdres,
que chaque couple d’arétes opposées de Uun est divisée harmoniquement par deux arétes

#*) En général, si une surface donnée a une droite double, cette droite est quadruple sur
la surface Hessienne. Dans notre question, les trois droites oa et les quatre coniques ;7 con-
stituent ensemble la compléte intersection de la surface du quatriéme ordre, J¥, avec sa Hes-
sienne, qui est une surface du huitiéme ordre.
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opposées de Uautre. Et chaque couple d’angles diedres opposés de I'un (des tétraédres)
est divisée harmoniquement par des plans passant par deux arétes opposées de 'autre.

J’observe en outre que les quatre droites eses;, &M2s, M3, M7ess (Intersections
du plan [ par les plans /7, et, par suite, tangentes doubles de la courbe L) forment
un quadrilatére complet, dont les diagonales sont a.as, asa,, a,a,; car, ces dernieres
droites étant divisées harmoniquement par les couples de points &7, &7, &7, il
s’ensuit que les droites &7, =7, &7 sont les cotés d’un triangle ayant ses sommets
aux points a,, a,, a;.

24. La conique 7 est inscrite dans le triangle p,p.p;; o), o, o, sont les points
de contact (22.), et g, &, & sont les conjugués harmoniques des points de contact,
par rapport aux couples de sommets du triangle circonsecrit. Soient ¢é' les points ol
la conique ./ rencontre le plan [I; on sait que chacun de ces points forme, avec
§18:8;, Un systeme cquianharmonique, c'est-a-dire un tel systéme dont les rapports
anharmoniques fondamentaux sont égaux entre eux ¥*). Analoguement pour les coniques
Ay T, A, par rapport aux droites &M, MigsMs, Mpss. Or ces quatre droites
forment un quadrilatére, dont a,a,a; est le triangle diagonal; donc les huwit points
4d'4,3'1 4585575 appartiennent @ une méme conique conjuguée aux triangles wa.a;, @&,
Mz, Aty ™), Cest-a-dire & une conique L® passant par les points doubles des trois
involutions (a.ay, e,1), (ay,, 1), (2@, &1s). Ces points doubles sont déterminés par les
couples de droites tangentes en a,, a,, a; & la courbe L (18.); donc L® coincide avec
la conique enveloppée par les six droites tangentes a L' dans ses points doubles.

(Cette coincidence n’a pas lieu, si au plan Il on substitue un autre plan transversal
quelconque; car, dans ce cas, les tangentes & L™ en @, ne sont plus conjuguées har-
moniques par rapport & a.a,, a,as; ete).

On démontre aisément que la méme conique L® est ’enveloppe d'une droite qui
coupe la courbe LY en quatre points équianharmoniques. Réciproquement, la courbe
L® est 'enveloppe d’une conique circonscrite au triangle a,a.a;, laquelle coupe L® en
quatre points équianharmoniques.

25. La conique 77 passe par les points o,m,w;ii', et touche en o, la droite ws,;
la conique 7 passe par les points o, @,d46,7,, et touche en o, la méme droite ws,.
Les points 7,0,®; sont en ligne droite, parce qu'ils appartiennent a deux plans, ‘A
et oa,ay; de méme pour les points 7, @,0;. En outre, les points ¢é'é¢', (intersections

*) Introduzione ete. 27; Giornale di matematiche, Napoli 1863, p. 319, 377. [Queste Opere,
n. 42].
*%) J'ignore si cette propriété est connue, mais on la démontre avec facilité. Du reste, la
situation des huit points ¢ sur le périmétre d’'une méme conique peut étre déduite aussi de
ce qu'ils sont les points de contact de la courbe L) avec ses tangentes doubles (21.).
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des coniques #.74 par le plan Il) forment un quadrangle complet inscrit dans la
conique L®, dont a,¢,7, sont les points diagonaux (24). Par conséquent, les cones dont le
sommet commun soit 7, et les bases soient les coniques 7, 7, ont les génératrices
(0, ®y, 0y, i, ¢') communes, et au surplus ils sont touchés par le méme plan, le long
de la génératrice no,. Donc ces cones coincident entre eux; c’est-d-dire que les
coniques 774 sont situées sur un méme cone au sommet 7,. De méme, ¢, est le
sommet d’un cone qui passe par les coniques 7, F4; ete. En d’autres mots: la tan-
gente commune a deux coniques 7 et le sommet du cone qui passe par elles divisent
harmoniquement Uun des cités du triangle a,a,as;.

26. Les plans oae,, 0ass,, oase; coupent les cotés du triangle a,a.q; en trois points
£.6,83, qui sont en ligne droite; donc les plans oa,m,, 0asM:, 0asf; conjugués harmoniques
de ceux-la (par rapport aux couples de plans passant par les droites doubles oa)
rencontreront le plan Il au point v pole harmonique de la droite eze, par rapport
au triangle a\a,a;. Or ces trois derniers plans passent ensemble par p; les points
0, v, p sont donc en ligne droite. Il s’ensuit que les droites o(p, p\, p, Ps) rencontrent
le plan Il en quatre points v, vi, %, v;, qui sont les pdles harmoniques des droites
81883, &M, iSeMs, 1783, Par rapport au triangle a,a,a;. Ces quatre points forment
un quadrangle complet, dont les couples de cOtés opposés sont

Wi, YoV3 €,
WellaT)2, VY1282 ,
Y333, V1Yo lls€3

et par suite les points diagonaux sont a,, a,, as.

27. Je prends maintenant le quadrangle wvv,y; comme base de cette trasformation
conique que mon ami M. Berrrami a étudiée dans son intéressant mémoire Inforno
alle coniche di nove punti*). Dans cette transformation, & un point m (du plan II)
correspond, le point m' déterminé par les droites m'(a,, a,, as) conjuguées harmoniques
des droites m(a, as, a), par rapport aux couples de cotés opposés du quadrangle, qui
se croisent en a,, 4., @s.

Les tangentes, en @, a la courbe L sont des droites correspondantes, parce
qu'elles divisent harmoniquement I'angle des droites a(s, 1), cOtés du quadrangle.
Par conséquent, a la courbe L correspondra la cowique L® touchée par les six tan-
gentes de L aux points doubles; et les points de contact de ces droites avec L® ap-
partiendront aux cotés du triangle a,a.a;.

Si P'on circonscrit au triangle a,a.a; une conique K, soit % son podle harmonique

*) Memorie dell’Accademia di Bologna, serie 22, vol. II°, 1863.
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par rapport au méme triangle, et D la droite polaire de %, par rapport & K. Soit
k' le point correspondant & %; D' la droite correspondante a la conique K; et K' la
conique correspondante & la droite D. Il est évident que les coniques K, K'sont
conjuguées (20.); le point %' est le pdle harmonique de K' par rapport au triangle
aaqas, et, en outre, le pole de D' par rapport a K'.

La polaire de & par rapport & K' et la polaire de %' par rapport a K sont une
seule et méme droite 29, qui passe par le points ol les coniques conjuguées K, K'
rencontrent la courbe du quatriéme ordre L%,

Si les points £% coincident en un seul, ce qui arrive aux sommets du quadrangle
fondamental, par ex. en v, les droites DD' et aussi £ deviennent une seule et méme
droite, &,585; et les coniques KK' se confondent avec la conique 7. Celle-ci est donc
la conique polaire harmonique du point v (par rapport au triangle a,a,a;) et correspond
(dans la transformation) a la droite e55;. Deés que cette droite passe par e, point
de a,u,, la conique correspondante sera touchée en «, par la droite «s,. Donc les
cdtés du triangle v,vv, sont tangentes en a,, a., a3 & la conique 77 (22). D’ou I'on
conclut que les quatre coniques K se touchent entre elles, deux & deux, aux points
ay, @y, ay (22.).

Les intersections ii' de la droite sss; par sa conique correspondante sont des
points correspondants; et dés que ces points sont situés sur la courbe L®, ils appar-
tiendront aussi a la conique L®: résultat déja obtenu autrement (24.).

Le point v a pour polaire la droite ss.,, soit par rapport a la conique 7, soit
par rapport a L*: donc ces deux coniques se touchent entre elles en i, i'; ce qui est
évident aussi, parce que la droite e, est une tangente double de la courbe L (23.).

28. Concevons maintenant une surface £ du second degré, passant par le six points
cuspidaux ®a. Or ces points divisent harmoniquement les segments oz (19.); le point
o est donc le pole du plan Il par rapport & X. On a encore trois conditions libres
pour déterminer complétement cette surface: je dispose de deux entre elles, de maniére
que le plan tangent en o, passe par la droite a.a;. Ainsi les droites oa,, a,a; deviennent
réciproques (par rapport & X); et par suite le plan tangent (4 X) en @, passe par
aya;, et le plan polaire de @, est oa,a,. Cela posé, la droite réciproque de oa, passe
par a, et est située dans le plan II. Maintenant, je dispose de la troisieme condition
libre de maniére que ¥ soit touchée en o, par le plan a@,0,as; alors la droite a,a, sera
réciproque de oa,; vasn, sera le plan polaire de a,; et le plan tangent en &, passera
par as;a,. Ainsi la surface L est pleinement déterminée: les droites oa;, @,a, sont réei-
proques et, par suite, les plans tangents en w,, @; passent par a,a,. Donc le tétraedre
oma.us est conjugué & la surface X; et les droites we, am sont tangentes & cette méme
surface en o, @.
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La conique 7 et la surface ¥ ont en commun les points w,w,w; et les droites
tangentes en ces points: donc # est située entiérement sur . C'est-a-dire que les
quatre coniques J¢ résultent de Uintersection de la swrface du quatrieme ordre J® par
une seule et méme surface du second degré, X, conjuguée au tétraédre oa,a.a;.

29. Cette propriété n’est qu'un cas particulier d'un théoréme plus général que je
vais démontrer.

Jobserve en premier lieu que, si une droite G rencontre une droite double oa en
un point d et ensuite la surface J¥ en deux autres points ss,, on pourra mener (13.)
par G deux plans tangents P, P,, par-dessus le plan Goa qui coupe la surface suivant
une conique (15.) passant par ss,. Les deux coniques H situées dans P rencontrent G
aux couples de points ds, ds;; et de méme pour les deux coniques situées dans P, .
D’ott I'on tire cette conséquence: que si, entre ces quatre coniques, I'on en choisit
deux, qui ne soient pas dans un méme plan et qui n’aient pas leurs tangentes en d
situées dans un méme plan passant par oa, ces deux coniques auront, outre d, un
autre point commun s.

Cela posé, qu’on circonscrive au triangle a,a.a; une premiere conique K, dont soient
aldy, asly, asls les tangentes aux sommets. Aprés, qu’on circonscrive au méme triangle
une deuxieme conique K, qui soit touchée en @, par la droite a,l, conjuguée de al,
(dans I'involution dont il a été question ailleurs (20.)); et soient a,)s, ashs ses tan-
gentes en a., a;. Décrivons ensuite, autour du méme triangle, une troisiéme conique
K.; qui touche en a,, a; les droites ayls, a;\'s conjuguées de asly, azh;. Enfin, soit K; la
conique décrite par «,a,a,, qui est tangente en a,, a, aux droites a,\, a;l's conjuguées
de ayhs, ayl;. Les tangentes en «, aux coniques K,, K; seront évidemment deux droites
conjuguées ah;, a,X;.

Désignons par H, H,, H,, H, les coniques, situées sur la surface J®, dont les per-
spectives sur le plan I (le centre de projection étant toujours en o) sont les quatre
coniques susdites K, K, K, K.

Or deux droites conjuguées (dans le plan II) issues du point a sont les traces des
plans tangents & la surface en un méme point de oa; les coniques H, H, ont donc
un point commun d,, sur oa,. Ces deux coniques ne sont pas dans un méme plan, car
leurs perspectives K, K, n’ont pas en a, a; des tangentes conjuguées; par conséquent,
H, H, auront, outre d,, un autre point commun s,, dont la projection est la quatriéme
intersection des coniques K, K,. De méme, les coniques H,, H; auront en commun un
point 8, sur oa, et un autre point o,; etc. Soient (ds,s), (3, 6, (ds, 5, (35, 05) les
points analogues correspondants aux couples de coniques HH,, H;H,, HH;, H,H,.

Les coniqueé H, H,, sans étre dans un méme plan, ont deux points communs dy, .
On pourra donc décrire par ces deux coniques et par le point &, une surface du
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second degré, . Cette surface passe par cinq points 8,d,8,8,6; de la conique H, et
par cinq points 3,0,d,6,s; de la conique Hj; donc les quatre coniques HH,H,H, sont
situées dans une seule et méme surface ® du second degré.

Les plans de ces coniques coupent la surface du quatriéme ordre J® suivant quatre
autres coniques H'H',H',H';, qui résulteront par suite de I’intersection de J* par une
autre surface ®' du second degré *).

Bologne, 12 février 1864.

*) Dans ce mémoire j’ai employé la considération du systéme des coniques polaires rela-
tives & une courbe du troisieme ordre (2.), et cela seulement parce que les notations qui en
résultent sont trés-simples. Mais on obtient les mémes propriétés et on les démontre absolument
de la méme maniére, lorsqu’on prend pour point de départ un réseau quelconque de coniques.



