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SULLE TRASFORMAZIONI GEOMETRICHE
DELLE FIGURE PIANE. [
Nora IL

Memorie dell’ Accademia delle Scienze dell’ Istituto di Bologna, serie 11, tomo V (1865), pp. 3-35.
Giornale di Matematiche, volume III (1865), pp. 269-280, 363-376.

In una breve Memoria che ebbe l'onore d’essere inserita nei volumi della nostra
Accademia *), io mi ero proposto il problema generale della trasformazione di una
figura piana in un’altra piana del pari, sotto la condizione che i punti delle due figure
si corrispondano ciascuno a ciascuno, in modo unico e determinato, e che alle rette
della figura data corrispondano nella derivata curve di un dato ordine ». Ed ivi ebbi
a dimostrare che le curve della seconda figura, corrispondenti alle rette della prima,
debbono avere in comune certi punti, alcuni de’ quali sono semplici, altri doppi, altri
tripli, ecc.; e che i numeri di punti di queste varie specie debbono sodisfare a certe
due equazioni. Naturalmente queste equazioni ammettono in generale piu soluzioni,
il numero delle quali & tanto pit grande quanto & piu grande »; e ciascuna soluzione
offre una speciale maniera di trasformazione.

Fra tutte le diverse trasformazioni corrispondenti a un dato valore di » ve n’ha
una che pud dirsi la pi semplice, perché in essa le curve d’ordine » che corrispon-
dono alle rette della figura proposta hanno in comune null’altro che un puunto (n—1)" e
2 (n—1) punti semplici. Di questa speciale trasformazione si & occupato un abilissimo
geometra francese, il sig. JoNQUIEREs, il quale **¥) ne ha messe in luce parecchie ele-

*) Sulle trasformazioni geometriche delle figure piane, Nota 1.2 (Memorie dell’Accademia di
Bologna, serie 22, tomo 2°, 1863). [Queste Opere, n. 40].
**) Nouvelles Annales de Mathématiques, Paris 1864.
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ganti proprieta e ne ha fatta applicazione alla generazione di una certa classe di curve
gobbe.

Ora io mi propongo di mostrare che lo stesso metodo e le stesse proprietd si pos-
sono estendere anche alle trasformazioni che corrispondono a tutte le altre soluzioni
delle due equazioni che ho accennate. E per tal modo si acquisterd anche un mezzo
facile per la costruzione di altrettante classi di curve gobbe.

Pero lo scopo principale di questa seconda memoria & uno studio intorno alla curva
Jacobiana, cioe intorno al luogo dei punti doppi delle curve di una figura che cor-
rispondono alle rette dell’altra. Tale studio chiarira che la Jacobiana si decompone in
piu linee di vari ordini, e che i numeri delle linee di questi vari ordini costituiscono
una soluzione delle due equazioni di condizione sopra citate. Le soluzioni di queste
due equazioni si presentano cosi coniugate a due a due. Ho anche potuto determi-
nare alcune coppie di soluzioni coniugate corrispondenti ad » qualunque: ma la ri-
cerca del completo sistema delle soluzioni supera di troppo le mie forze perché io
non 'abbia a lasciare a chi pud risolvere i difficili problemi dell’analisi indeterminata.

1. Imagino in un dato piano P una rete di curve d’ordine » aventi x, punti sem-
plici, z, punti doppi, ...z, punti (r)* ,...2, , punti (»—1)" comuni: e suppongo
che due curve qualunque della rete possano avere un solo punto comune, oltre agli
anzidetti che dird punti-base o punti principali 3 fondamentali ; Avremo allora le due
equazioni ¥) [73]

q 1) 3
® D
2) X, —=n—1,

alle quali devono sodisfare i numeri =, z,...,_,.

Una rete siffatta ha parecchie rimarchevoli proprietd che si mettono in evidenza
stabilendo una corrispondenza projettiva fra le curve della rete medesima e le rette
di un piano.

Imaginiamo infatti un altro piano P', che pud anche coincidere con P, ed assu-
miamo in esso quattro rette R'R*R®R* (tre qualunque delle quali non passino per
uno stesso punto) come corrispondenti a quattro curve C!CZ2 C2 C! scelte ad arbitrio
nella rete del piano P, in modo pero che tre qualunque di esse non appartengano
ad uno stesso fascio, e quindi si proceda con metodo analogo a quello che si terrebbe
per la costruzione di due figure omografiche **). Alla retta che unisce, a cagion di

*) Veggasi la 1.2 Nota gia citata.
**) CHASLES, Géom. Sup. n.° 507.
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esempio, il punto R'R? al punto R*R si faccia corrispondere quella curva che & co-
mune ai fasci C, C., C? Ci; ed allora per qualunque altra retta del fascio R'R® la
corrispondente curva del fascio C}, C?, sia determinata dalla condizione che il rapporto
anarmonico di quattro rette del primo fascio sia eguale al rapporto anarmonico de’
corrispondenti elementi del secondo. Analoghe considerazioni s’intendano fatte per
tutt’i vertici del quadrilatero completo formato dalle quattro rette R'R*R*R*: onde
si potra costruire un fascio di curve, appartenenti alla rete del piano P, il quale sia
projettivo al fascio delle rette incrociate in uno qualunque dei vertici del quadrila-
tero menzionato.

Se ora si fissa ad arbitrio un punto nel piano P, e lo si congiunge a tre vertici
del quadrilatero, le rette congiungenti corrispondono a curve del piano P gia indivi-
duate, ed appartenenti ad uno stesso fascio: epperd a qualunque retta condotta per
quel punto corrispondera una curva unica e determinata.

Per tal modo le rette del piano P' e le curve della rete nel piano P si corrispon-
dono anarmonicamente, ciascuna a ciascuna, in modo che ad un fascio di reite in P’
corrisponde in P un fascio projettivo di curve della rete. Alle rette che nel piano
P' passano per uno stesso punto a' corrispondono adunque, in P, altrettante curve le
quali formano un fascio e per conseguenza hanno in comune, oltre ai punti principali
della rete, un solo e individuato punto . E viceversa, dato un punto @ nel piano P,
le curve della rete, che passano per a, formano un fascio e corrispondono a rette nel
piano P' che s’incrociano in un punto @' Donde segue che ad un punto qualunque
di uno de’ piani P, P’ corrisponde nell’altro un punto unico e determinato.

2. Se il punto ¢ si muove nel piano P descrivendo una retta R, quale sard il
luogo del corrispondente punto o'? Una qualsivoglia curva della rete in P contiene »
posizioni del punto @; dunque la corrispondente retta in P' conterra le » corrispon-
denti posizioni di «'. Cio& il luogo di @' sard una curva d’ordine »: ossia ad una retta
qualunque nel piano P corrisponde in P' una curva d’ordine n.

Tutte le rette che nel piano P passano per un medesimo punto formano un fascio:
quindi, anche nel piano P', le corrispondenti curve saranno tali che tutte quelle pas-
santi per uno stesso punto formino un fascio, cioé per due punti presi ad arbitrio passi
una sola di quelle curve che corrispondono alle rette del piano P. Queste curve co-
stituiscono adunque una rete. E siccome due rette qualunque nel piano P determinano
un punto unico, cosl anche in P' le due corrispondenti curve individueranno un punto
solo: le rimanenti loro intersezioni saranno cioé¢ punti comuni a tutte le curve ana-
loghe. Siano g, %2, ... ¥,,...Y,—1 i numeri dei punti semplici, doppi, ...(r)", ... (n—1)"
comuni a tutte le curve menzionate (cio¢ i punti principali della rete formata nel piano
P’ dalle curve che corrispondono alle rette del piano P); avremo in virtu delle cose
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discorse,
©) yOEn, nletd)
(4) ¥y, =nt—1.

3. Sia ora L, una data curva della rete in P; L' la corrispondente retta in P';
ed o uno de’ punti principali pel quale L, passi » volte. Se intorno ad o facciamo
girare (nel piano P) una retta M, su di essa avremo » — 7 punti variabili della curva
L., le altre » intersezioni essendo fisse e riunite in o. La curva variabile M, corri-
spondente (in P) alla retta M segherd per conseguenza la retta data L' in » punti
de’ quali » —r soltanto varieranno col variare della curva medesima. Dunque M, &
composta di una curva fissa d’ordine » e di una curva variabile d’ordine »—7». I punti
della curva fissa corrispondono tutti al punto principale o; ed al fascio delle rette con-
dotte per o nel piano P corrispondera in P' un fascio di curve d’ordine »— r, cia-
scuna delle quali accoppiata colla curva fissa d’ordine » da una curva d’ordine % della rete.

Analogamente ad ogni punto principale (#)" in ' corrisponderd in P una certa
curva d’ordine r; cioé ad una retta variabile in P’ intorno a quel punto corrisponderi
nell’altro piano una linea composta d’una curva variabile d’ordine » — r ¢ d’ una curva
fissa d’ordine .

Si chiameranno curve principali gfondamenmlis le curve di un piano (P o P') che
corrispondono ai punti principali dell’altro piano (P'o P).

4. In sostanza, i punti di una curva principale nell'uno de’ due piani corrispon-
dono ai punti infinitamente vicini al corrispondente punto principale nell’altro piano *).
Donde segue che le due curve, I'una principale d’ordine r, 'altra d’ordine » — », che
insieme compongono la curva corrispondente ad una retta R passante per un punto
principale o di grado #, hanno, oltre ai punti principali, un solo punto comune, il
quale & quel punto della curva principale che corrisponde al punto di R infinitamente
vicino ad o. E ne segue inoltre che una curva principale, considerata come una serie
di punti, & projettiva ad un fascio di rette o, ci0 che torna lo stesso, ad una retta
punteggiata. Le curve principali hanno dunque la proprieta, del pari che le curve
delle reti ne’ due piani, di avere il massimo numero di punti multipli che possano
appartenere ad una curva di dato ordine **). Cosi fra le curve principali, le cubiche
ayranno un punto doppio; le curve del quart’ordine un punto triplo o tre punti doppi;

*) |Da cio segue che le curve fondamentali sono di genere zero}.
*¥) CLEBSCH, Ueber diejenigen ebenen Curven, deren Coordinaten rationale Functionen eines
Parameters sind (Giornale di CRELLE-BORCHARDT, t. 64, p. 43, Berlin 1864).
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le curve del quint’ordine un punto quadruplo, o un punto triplo e tre punti doppi, o
sei punti doppi; ecc.

5. Un fascio di rette nel piano P, le quali passino per un punto qualsivoglia dato,
contiene ¥, raggi diretti ai punti principali di grado r»; quindi il fascio delle corri-
spondenti curve della rete, nel piano P, conterrd y, curve, ciascuna composta di una
curva principale d’ordine » e di un’altra curva d’ordine » — r. Se vogliamo calcolare
i punti doppi del fascio, osserviamo*) che un punto ()" comune a tutte le curve
del fascio conta per (r— 1) (3» -+ 1) punti doppi: epperd tutt’i punti principali del
piano P equivalgono insieme a X (r — 1) (87 -+ 1) =, punti doppi. A questi dobbiamo
aggiungere tanti punti doppi quante sono le curve composte (giacché le due curve
componenti di ciascuna curva composta hanno un punto comune oltre ai punti prin-
cipali), cioe quanti sono i punti principali del piano P', ossia Xy.. D’altronde il nu-
mero totale dei punti doppi d’un fascio di curve d’ordine » & 3 (n— 1)%; e siccome
le curve della rete, avendo gid ne’ punti principali il massimo numero di punti mul-
tipli, non possono avere un ulteriore punto doppio senza decomporsi in due curve se-
parate, cosi avremo

X(r—1) (8r+1)z, + Sy, =3 (n—1).

Ma le equazioni (1), (2) combinate insieme danno

(5) Yr(3r—2)x,=3(n—1)
cioe
X(r—1) (83r—1)w, 4 Xz, =3 (h—1)*
dunque
(6) Yy, =Xz,

ossia le due reti nei piani P, P’ hanno lo stesso numero di punti principali.

6. Dal fatto che una curva della rete (nel piano P) non pud avere, oltre ai punti
principali, un altro punto doppio senza decomporsi in due curve una delle quali & una
curva principale: nel qual caso poi il punto doppio ulteriore & 1'intersezione delle curve
componenti distinta dai punti principali; da questo fatto, io dico, si raccoglie eviden-
temente che le curve principali del piano P sono il luogo dei punti doppi delle curve
della rete in questo piano, ossia ne costituiscono la Jacobiana. Cid combina anche colla
equazione
(7 Yry,=3(n—1)

che & una conseguenza delle (3), (4) e che esprime essere la somma degli ordini delle

*) Annali di Matematica, tom. VI, p. 156. [Queste Opere, n. 53].
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curve principali eguale all’ordine della Jacobiana della rete. Analogamente la Jaco-
biana della rete nel piano P' & costituita dalle curve principali di questo piano: alla
quale proprieta corrisponde l'equazione

(8) Yrx,=3(n—1)

che si deduce dalle (1), (2).

7. Sia « il numero delle volte che la curva principale C, (nel piano P) corrispon-
dente al punto principale o', (nel piano P') passa pel punto principale o, (nel piano P)
al quale corrisponda (in P') la curva principale C';. Si conduca per o, una retta arbi-
traria T che seghi C, in altri y —z punti. Alla retta T corrisponda una curva d’ordine »
composta di C'; e di un’altra curva K',_,. La C'; corrisponde al solo punto o,, mentre
K',_, corrisponde agli altri punti di T. Ma i punti di C, corrispondono al punto o',;
dunque K',_, passa r—a volte per o., e conseguentemente C'; passera r—(r—uz)
volte per lo stesso punto o',. Ossia la curva C, passa tante volte per o, quante C'; per o',.

8. E noto che, se un punto & multiplo secondo s per tutte le curve di una rete,
esso sara multiplo secondo 3s—1 per la Jacobiana. Dunque il numero totale dei rami
delle curve principali (in P) che passano per un punto principale di grado s & 3s—1.
Ne segue, in virti del teorema (7), che una curva principale d’ordine s passa con
3s—1 rami pei punti principali del suo piano *).

9. Una curva qualunque C', della rete nel piano P’ ha » rami incrociati nel punto
principale o',, i quali hanno le rispettive tangenti tutte distinte, se nel piano P la
retta R che corrisponde a C', incontra in » punti distinti la curva principale C, corri-
spondente ad o',. Ora siccome C, ha un numero di punti multipli equivalente ad

(V;i;o:_%) punti doppi, la classe di questa curva **) sard 2(r—1); dunque in un

* | Indicando con " la molteplicita di un punto principale d’ordine s del piano P per
una curva principale d’ordine » dello stesso piano, siccome questa curva & di genere zero, si ha

5:7:1 1 1
Z o) () 1) = = — —
S%12acs (o l)«Q(r 1) (r—2).
Inoltre si & dimostrato che
s=r—1
» ) =38r—1.
s=1
Di qui
s=§:—1
1

s=

) (x(sr) + 1) —_—% r(r-43),

DOj -

ossia ogni curva principale & pienamente determinata dai punti principali. |
*%) Vedi anche Introduzione ad wna teoria geometrica delle curve piane, 104 f. (Memorie
dell’Accademia di Bologna, serie 1.2 tomo 12.°, 1862). [Queste Opere, n. 29 (t. 1.9)].
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fascio di curve della rete (in uno de’ piani dati) vi sono 2(r—1) curve ciascuna delle
quali ha, in un dato punto principale di grado », due rami toccati da una stessa retta.

La curva principale C, ha poi 3(r—2) flessi e 2(r—2)(r—3) tangenti doppie;
dunque la rete (di uno qualunque de’ piani dati) conta 3(r—2) curve ciascuna delle
quali ha tre rami toccati da una stessa tangente in un dato punto principale di grado »;
e la rete medesima conta 2(r—2)(r—3) curve che in questo punto hanno due rami
toccati da una retta e due altri rami toccati da una seconda retta.

10. Essendo 2(r—1) la classe di una curva principale d’ordine r, la classe della
Jacobiana (in una qualunque delle due reti) sard 2%(r—1)y,. ossia 6(n—1)—2%x,
in virta delle (7), (6).

La classe della Jacobiana si trova anche dietro la conoscenza del suo ordine che

(8r—1) (3r—2)

¢ 3(n—1), e de’ suoi punti multipli che equivalgono a Z——T —x, punti

doppi. Si ha cosi
3(n—1)(3n—4)—X(3r—1) (3r—2) 2, =6(n—1)—3z,,

equazione identica in virtd delle (2), (8).

11. Siccome quei punti di una curva principale del piano P, che non sono punti
principali di questo piano, corrispondono tutti ad un solo punto principale dell’altro
piano, cosi tutte le intersezioni di due curve principali sono necessariamante punti
principali. Ne segue che se due date curve principali d’ordini »,s passano I'una p
volte, I'altra 6 volte per uno stesso punto principale, la somma dei prodotti analoghi
a po e relativi a tutt’i punti principali del piano sard eguale ad rs.

Analogamente una curva principale ed una curva d’ordine » della rete (nello stesso
piano) non si segano altrove che ne’ punti principali: infatti, se una curva della rete
passa per un punto di una curva principale che non sia un punto principale, essa si
decompone in due curve, una delle quali & la curva principale medesima. Dunque, se
una data curva principale d’ordine » passa p volte per un punto principale di grado s,
la somma dei prodotti analoghi a ps e relativi ai punti principali del piano & eguale ad r».

Donde si conclude, in virtid di una proprietd gid notata (7):

Se una curva principale passa rispettivamente p, s volte per due dati punti principali
i cui gradi siano r,s, la somma dei prodotti analoghi a po e relativi a tutte le curve
principali del piano ¢ eguale ad rs.

Se una curva principale dordine s passa p volte per un dato punto principale di
grado r, la. somma dei prodotti analoghi a ps e relativi a tutte le curve principali del
piano ¢ egquale ad rn.

12. Le equazioni (1), (2), (3), (4) manifestano che le proprietd dei due piani P, P’
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sono perfettamente reciproche: ossia che le soluzioni delle equazioni (1), (2) sono co-
niugate a due a due nel modo seguente:

Se le curve dordine n di una rete hanno in comune x, punti semplici, x, punti
doppi, ...z, punti (r)', ... 2, punti (n—1)", ove (T), &y yeue Xpyevs Toy) & una solu-
zione delle equazioni (1), (2), allora la Jacobiana della rete & composta di y, rette, ys
coniche ...y, curve d'ordine r, ... ed y,_, curve d'ordine n—1, 0ve (Y1, Ys yeu s Yryere Yn)
¢ un’ altra soluzione delle medesime equazioni (1), (2). Inoltre questa seconda soluzione
¢ tale che, se si considera una rete di curve d’ordine n aventi in comune y, punti sem-
plici, y, punti doppi,...y, punti (r)",... ed y,_, punti (n—1)", la Jacobiana di questa
seconda rete sara composta di x, rette, x, coniche, ...z, curve dordine r,... ed x,_,
curve d’ordine n—1%).

Le due soluzioni (x,,%,...%,,...2,), (1, Y2,---Y,,...Y,_) definite nel precedente
enunciato si chiameranno soluzioni coniugate. Esse sodisfanno alle relazioni seguenti

Yrx, =Xry, =3(n—1),
Yy, =Xy, =n* —1
Exr - Eyr b

ma sono poi meglio caratterizzate da un’altra proprieta che sara dimostrata in seguito.
13. Esaminiamo ora alcuni casi particolari. Sia n=2, cio¢ la rete sia formata da
coniche passanti per tre punti n0.0;. La Jacobiana & costituita dalle tre rette o,0,,
0401, 0,05 infatti un punto qualunque m della retta 0,0, ¢ doppio per una conica della
rete, composta delle due rette o0,0;, o,m; ecc.
Ad x,=3 corrisponde adunque %,—3, ossia le equazioni (1),(2) ammettono in
questo caso una (sola) coppia di soluzioni coniugate che coincidono in una soluzione

unica.

n=2

=3

14. Sia n==3; le (1), (2) danno x,=4, z,=—1, cio® la rete sia formata da cubiche
aventi in comune un punto doppio d e quattro punti ordinari 0,0,0;0,. La Jacobiana
si compone della conica do,0,0,0, € delle quattro rette d(o,, 0s, 0, 0,). Infatti, un punto

*) Questo teorema & stato comunicato dal ch. sig. HirsT, a mio nome, all’Associazione
Britannica pel progresso delle scienze (in Bath, 19 settembre 1864). Vedi the Reader, 1 october
1864, p. 418. [Queste Opere, n. 60].
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qualunque m della conica anzidetta & doppio per una cubica della rete che sia composta
della conica medesima e della retta md; ed un punto qualunque m della retta do, &
doppio per la cubica della rete composta della stessa retta do, e della conica dmo,0:0,.

Ad x;=4, x,=1 corrisponde cosi y,—4, y.=1, cioé le due soluzioni coniugate
coincidono.

n=—=3
=4
xgz

15. Sia n===4; le (1),(2) ammettono le due soluzioni (non coniugate):

1'1:3, x2:3, :,'(,'3:0,

=6, x,=0, x,=1.

Nel primo caso la rete & formata da curve del quart’ordine aventi in comune tre
punti doppi did.d; e tre punti semplici 0,0,0;; e la Jacobiana & composta delle tre
coniche d\dyds(0,04, 0501, 0,0) e delle tre rette dods, dsd,, did,. Infatti un punto qua-
lunque m della conica d,d,ds0,0, & doppio per una curva della rete composta di questa
conica e dell’altra conica d,dydso,m; ed un punto qualunque m della retta dud; & doppio
per una curva della rete composta della retta medesima e della cubica did,d0,0,0m *).

Analogamente, nel secondo caso, cioé quando le curve della rete abbiano in comune
un punto triplo ¢ e sei punti semplici 0,0,...0s, si dimostra che la Jacobiana & co-
stituita dalla cubica #0,0, ... 0; e dalle sei rette ¢(o,, 05, ... 05).

Per tal modo ad

=3, x,=3, x,=—0

corrisponde

h=3, Y.=3, y;=0,
e ad

=06, x,=0, x,=1
corrisponde

=06, 1=0, y,=1;

#) Con questo simbolo si vuol indicare la cubica che ha un punto doppio in d, e passa
inoltre pei punti d,d,0,0,0,m.



202 SULLE TRASFORMAZIONI GEOMETRICHE DELLE FIGURE PIANE.

cio¢ le equazioni (1), (2) ammettono due soluzioni distinte, ciascuna delle quali coincide
colla propria coniugata.

n=4
x,=6, 3
QJQ:O, 3
r=1,0

16. Sia n="5; le (1), (2) ammettono le tre seguenti soluzioni:

r, =8, x,—0, x3;=0, z,=1;
x1=3’ {E2:3’ x3=1’ Q}‘4=0;

(E1=0, x2=61 x3=0) x4=0;

ciascuna delle quali coincide colla propria coniugata.

Nel primo caso le curve (del quint’ordine) della rete hanno in comune un punto
quadruplo ¢ ed otto punti semplici 0,05...05; € la Jacobiana & costituita dalla curva
di quart’ordine ¢°0,0,...0:%) e dalle otto rette g(o1,0;,... 0).

Nel secondo caso le curve della rete hanno in comune un punto triplo £ tre
punti doppi d\d.d; e tre punti semplici 0,0,05. La Jacobiana si compone della cubica
£dydyds0,0,05, delle tre coniche tdydeds(0,,0,,0;) e delle tre rette ¢(d,, d, ds).

Nel terzo caso le curve della rete hanno in comune sei punti doppi did,...d;, e
la Jacobiana & il sistema delle sei coniche che si possono descrivere per quei punti
presi a cinque a cinque.

n=>5
2,—8,3,0
2,—0,3,6
2,=0,1,0
z,=1,0,0

17. Per n="6 si hanno le seguenti quattro soluzioni:
,=10, 2,=0, x3=0, z=0, xz=1;
=1, =4, x3=2, x,=0, x=0;
= 3, Xy,=4, x3=—0, z=1, x;,=0;

xI: 4’ xg_—'_l, x3:3? x4-:_0’ Q}‘s:—_O;

#) Che ha un punto triplo in ¢ e passa inoltre per 0,0, ...0;.
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delle quali le prime due coincidono colle rispettive coniugate, mentre le ultime due
sono coniugate fra loro.

Omettendo di considerare i primi due casi, limitiamoci ad osservare che nel terzo
la rete & formata da curve del sest’ordine aventi in comune un punto quadruplo g,
quattro punti doppi didedyd, e tre punti semplici 0,0,05 *), e la Jacobiana risulta dalle
tre cubiche ¢°d\dydyd, (0,05, 0501, 010,), dalla conica gdd.dsd, e dalle quattro rette
q(d, d,, ds, d,); ciod ad

.1'71:3, Z'2=4, 13:07 xy=1, %:0’
corrisponde

h=4, =1, =3, y=0, y=0.
Invece ad

x1:4, (Ez':-‘]_, x3:3, x4:Ov x5=0
corrisponde

Yi=3, Yo=4, Y;=0, y,=1, y;=0;

infatti nel quarto caso le curve della rete hanno in comune tre punti tripli #f7,, un
punto doppio d, e quattro punti semplici 0,0,0,0,; e la Jacobiana & composta della
curva di quart’ordine #£#5do,0,0,0,, delle quattro coniche ttutyd(or, 0, 05, 0,), e delle
tre rette i.t, &5, tit,.

n=~=0
rn=10, 1, | 4, 3
r,=— 0, 4, 1, 4
=0, 2, 3, 0
=0, 0, {0, 1
=1, 0, {0, O

18. Analogamente, per »=="7 si hanno cinque soluzioni, due delle quali sono co-
niugate fra loro. Per n =28 si hanno due coppie di soluzioni coniugate, e quattro [7]
altre soluzioni rispettivamente coniugate a sé stesse. Ecc.

¥) Vedi Macxus, Sammlung von Aufyaben wnd Lehrsitzen aus der analytischen’ Geome-
irie, Bd. 1, p. VII, Berlin 1833.
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19. Ben inteso, si sono tralasciati quei sistemi di valori delle z,, «,,... che, pur
risolvendo aritmeticamente le equazioni (1), (2), non sodisfanno al problema geome-
trico: infatti questo esige che una curva d’ordine » possa avere z, punti doppi, s
punti tripli,... senza decomporsi in curve d’ordine minore. Per es., siccome una curva
del quint’ordine non pud avere due punti tripli, cosi per =5 deve escludersi la
soluzione

=6, =0, x,=2, x,==0.

Una curva del settimo ordine non puo avere cinque punti tripli, perché la conica
descritta per essi intersecherebbe quella curva in quindici punti, mentre due curve
(effettive, non composte) non possono avere in comune un numero di punti maggiore
del prodotto de’ loro ordini; dunque, nel caso »=="7, si deve escludere la soluzione

x1=3 ) x2=O y %325 N x4=O 5 w5—0 5 .%‘620.

Per la stessa ragione, una curva del decimo ordine non pud avere simultaneamente
un punto quintuplo e quattro punti quadrupli, né due punti quintupli, due punti qua-
drupli ed uno triplo; e nemmeno tre punti quintupli con due tripli. Percio, nel caso
di n=10, devono essere escluse le soluzioni ["°]:

=2, =2, =0, x=4, x=1, =0, x,=0, x;=0,

=4, T,=1, o==1, x,=2, =2, x=0, ©,=0, =0,

=6, x,=—0, x3=—2, x,=—0, =3, x¢=0, x,—0, x;=—0.
Ecc. ecc.

20. Passiamo ora a determinare alcune soluzioni delle equazioni (1), (2) per » qua-
lunque. E avanti tutto, osserviamo che, siccome una retta non pud incontrare una
curva d’ordine % in piit di % punti, cosi, supposto 27 >#, il numero z, non pud avere
che uno di questi due valori: lo zero o 'unita; e supposto »--s>n, se z.=1, sara

s=0.

21. Per #>2, il massimo valore di «,_, ¢ adunque l'unita, e supposto z,_,=—1,
tutte le altre x saranno eguali a zero ad eccezione di z,. In questa ipotesi, una qua-
lunque delle equazioni (1), (2) da

=2 (n—1).

Questo & anche il massimo valore che in qualunque caso possa avere x,, come si
fa manifesto dall’equazione

Lr(n—r—1) @, 42, ,)=2(n—1) (n—2),

che si ottiene eliminando x,-, dalle (1), (2).
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La rete (nel piano P) & adunque composta di curve d’ordine » aventi in comune
un punto (r—1)"p e 2(n—1) punti semplici 0,0,...04, 1, *). La Jacobiana & costi-
tuita dalle 2(n—1) rette p(o., 0;s,... 03,—y) € dalla curva d’ordine n—1 che ha in p
un punto (r—2)"* e passa per tutti gli altri punti dati. Infatti, se m & un punto della
retta po, e si combina questa colla curva p"~*mo0;...0y,_,, d’ordine n—1; ovvero se m
¢ un punto della curva p"20,0,0;...0y,_, d’ordine n—1 e si combina questa colla
retta pm; in entrambi questi casi si ottiene una curva (composta) della rete.

Abbiamo dunque

?/1:2(n—1) k) ?/2:() }) ?'/3:() gese yn—2:0 B ?/71—1:1 ;

ossia, la soluzione di cui ora si tratta & coniugata a sé stessa **).

n qualunque l

5n=2(n—1) |
xn-—l = 1 |

22. Suppongasi ora x,_,==0; e ritenuto »>4, diasi ad x,_. il massimo valore
Lpo=1.
Le altre = saranno nulle, ad eccezione di z,,x,, per le quali le (1), (2) danno
=3, Lo=n—2.

Le curve della rete hanno in comune tre punti [semplici] 0,0,05, 2—2 punti doppi
didy...d"® ed un punto (n—2)" p. La Jacobiana avra quindi tre punti doppi in
010,03, n—2 punti quintupli in d,d,...d,_, ed un punto (3%—7)" in p. Di essa fanno
parte, per » pari, le linee seguenti:

1. le n—2 rette p(di,ds,... d, o); infatti un punto qualunque m della retta pd'
¢ doppio per la curva della rete composta della retta medesima e della curva
p P didy ... di_odim0,0,0; A’ordine n—1;

2.° la curva p7—2d1d2...d,n_2 d’ordine g—l; infatti un suo punto qualunque m

¢ doppio per una curva della rete composta dell’anzidetta curva d’ordine g’—l e

della curva p® dyds...d,_0,0,0,m 4 ordine g—{— 1;

*) 1) questo il caso considerato dal sig. DE JONQUIERES.
#%) D’ora innanzi ci limiteremo a scrivere i valori di quelle x che non sono nulle.
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n

2 N . X
3.0 le tre curve p*  dids...d, 5(0,05, 050,, 0,0;) d’ordine 5 infatti, se » & un punto

qualunque della curva p?  dids... d,_0,05, questa insieme coll’altra p* ~ ' did,. .. d,_mo,

dello stesso ordine g, forma una curva della rete avente un punto doppio in .

Ad

=3, T,a=n—2, X, ,—1
corrisponde adunque, per » pari,

h=n—2, y% =1, y

n pari

T — ) "'—2
Z, =n—2, 0
Tn =0, 1

2
Zn =0, 3

2
L, o =1, 0

Invece, per » dispari, si dimostra analogamente che la Jacobiana della rete (in P)
& composta
1. delle n—2 rette p(d, d;,... d,_5);

n—3

2.° delle tre curve p * did...d, ;(0, 05, 05) d’ordine 7%_1, e

=, w1
2

3.0 della curva p * did,...d, 0,0.0; d’ordine

; cioe ad

=3, L,=n—2, %, ,—1

corrisponde, per » dispari,

h=n—2, Yr1=3, Yrp=1.
2 2
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n dispari
z, =3, n—2
r, =n—2, 0
L n—1 =0, 3
2
L1 = 0, 1
2
Z,_o =1, 0

E facile persuadersi che nel caso di

n=n—2, Tn =1, xn==3,
2! z

cioé quando le curve della rete (d’ordine » pari) abbiano in comune »—2 punti semplici

\

plo pli
010;... 0,5, Un punto (g—l) a e tre punti (g) bb:bs, la Jacobiana & composta

1.° delle tre rette b.b;, bsb,, b.b;;
2.2 delle »—2 coniche 8,b:0:0(0,,0:,...0.2); €

1 e . .
a? 00,...0,_, di ordine n— 2.

n_ n_ o
3.° della curva bf b: b:
E nel caso di
xl-—._:n—-—Q, xn—l=3, x‘n-l—l:l,
2

2

cioé quando la rete sia formata da curve (d’ordine » dispari) aventi in comune »n — 2

pli plo
punti semplici 0,0,...0,_,, tre punti ("_2*) aa,0; ed un punto (n_g ) b, fanno

parte della Jacobiana le linee seguenti:
1.° le tre rette b(a, as, as);
2.2 le n—2 coniche ba,a;05(0:,05,...0,_5);

n—1l n—3 n—3 n-3

32 lacurva b® a,% a,% a,® 00;...0, 5 d’ordine n—2.

23. Suppongasi ora x, ,=0, x,_,=—0; se #>6, il massimo valore di =, 3 & 'u-
nita. Ritenuto z, ;=1, le altre = saranno nulle ad eccezione di x,, x,, x;, per le
quali le (1), (2) danno

, + 3%, + 63 =4n— 5,

x, -+ 4y + 973 =60 — 10,
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0ssia
O+ X,=5, X+ 3x;=2n—5;

onde si hanno i sei seguenti sistemi:

=1, Xy =4, x3=2n——9, T, =1,
3

€, =4, ZTo=1, %:2%3—6’ X, s=1;

=2, T, =3, %:2%;—8’ Tpsz=1,

x, =5, 2, =0, x3=2n;5, Ty y=1;

=0, Z,=05, xsz%;——m, X, 3=1,

x =3, r,=2, 93322”;7, Ty 3=1;

de’ quali i primi due risolvono le equazioni (1), (2) nel caso che # sia divisibile per 3;
il terzo ed il quarto quando % sia della forma 3y -1, e gli ultimi due nel caso che

n sia della forma 3p--2.
Nel primo sistema, le curve della rete hanno in comune un punto semplice o,

. 2 e .
quattro punti doppi d,d.dsd,, ?n__ 3 punti tripli #... fon_, ed un punto (n—3)" a;

e la Jacobiana & composta

1.0 delle 2?”—3 rette a(ti,...%._,);

3

2.0 delle quattro curve a?—ltltg...tgﬁ _3(d2d3d4, d\dsdy, didydy, didyds) d’ordine g;
3

3.0 della curva a?tltg...tz_n_sdldgdﬂm d’ordine §+1; e
3
m_ s, . 2 , . 2n
4.° della curva a3 #f...fm s ddydsdo d’ordine 3 1.
3

Nel secondo sistema, le curve della rete hanno in comune quattro punti semplici
0,0,030,, un punto doppio d, 2—3@ — 2 punti tripli #4,... tgsﬁ_z ed un punto (z — 3)"" a.
Della Jacobiana fanno parte le linee seguenti:

1. le m_ 2 rette a(tl,tz, ...tz_n__) ;

3 -2

n

g s

n
Z—2 .
2.° la curva a3 t,tz...tz_n_z d’ordine
3

Cremona, Tomo II. 14
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Y . n
3.° le quattro curve a® ¢ tz...t@_zd (01, 04, 05, 05) @ ordine 5; e
3

2n

h_e . 2n
4.0 la curva a® “#f ... % , 40105050, ’ordine —-.
-
Per tal modo, nel caso che » sia un multiplo di 3, otteniamo le due coppie se-

guenti di soluzioni coniugate delle equazioni (1), (2):

n multiplo di 3

2n 2n
=1, ~3~—3 x, =4, ?*2
X, =4, 0 Z, =1, 0

2
=23, 0 g =222, 0
3

mﬁ:o, 4~ xﬁ_ —-O, ].
3 3
x%_H:O, 1 x?n =0, 4
Lan ]:O, 1 Lan :0, 1
3 3
T, s =1, 0 z, s =1, 0

Analogamente, considerando i casi che il numero 7 sia della forma 3y 4+ 1 o della
forma 3y - 2, si hanno le coppie di soluzioni coniugate che seguono:

n=1 (mod. 3)
2n — 8 2n—5
r, =2, 3 X, =25, 3
CU2: 3 O
2n— 8 2n—>5
T3 = 3 ’ 0 X3 = 3 ) 0
x,%] :O, 3 $ﬁ:£ —_——O, 5
Tptz =0, 2 ’
: Lon41 =0, 1
%2(”—1)20, 1 BE
3
Zy—3 _'_“17 0 Ly—3 :1, 0
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n=2 (mod. 3)
on—17 2n—10
=3, n =0, n—
3
Ty=2, 0 x,=25, 0
2n— 17 2n— 10
3 = 3 ’ 0 3= “—3—"'— ’ 0
Ln— — 0 N 2
& Tog1 =0, 5
”"_t‘ =0, 3 :
: Ton—2=0, 1
Top— — 0 ) 1 B
5
Lp3 = 1 ) 0 Ly-3 =1 L) O
24. Facciasi 2, , =0, 2, ,=—0, #,_5=—0; ed inoltre x,_,= 1, che & il massimo

valore di z,_, per » > 8. Le altre x saranno nulle ad eccezione di z,, 2., 3, %4;
ond’¢ che dalle (1), (2) si ricava
X, +3x2+6Z3+ 10x4:5n_8 )
x, +4x, -+ 92, + 162,=8n — 17,
ossia
32, + 4x, + 3w, =21,
20, =x, +x,+n—10.
Cercando di sodisfare a queste equazioni in tutt’i modi possibili, e quindi deter-
minando per ciascun caso la Jacobiana della rete, si ottengono le seguenti coppie di

soluzioni coniugate delle (1), (2) le quali differiscono secondo i casi offerti dal numero
n rispetto alla divisibilita per 4.
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n=0 (mod. 4)
n
=1, ;—38|m=2, g~ =3, g—_g 2, =6, g—z
:172=3, O x2—37 0
T, =2, 0 Ls=D5, 0 r3=1, 0
x4=g—3a O x4:g_ ’ 0 x4_g_2, 0 x4:g—2, O
Zn =0, 3 Zn =0, b w@__l—O, 1 ZTn 0, 1
4 4 4 4
xnﬂ_l—o, 1 z%H—O, 2 x% =0, 3 wnj =0, 6
xﬁ’_l——o, 1 x3_1’,.~1= 9 1 xfyi 0, 3 xsl :0, 1
2 4 2 4
T =0, 2 T, 4 =1, O z,4, =1, 0 z, 4 =1, 0
2
z,4 =1, O
n=1 (mod. 4)
n—17 — b — 7 n—3
=0, 3 =2, n2 rn=3, n2 =", B
=3, 0 Z,=—13, 0
w3:3, 0 1’3—1, 0 m3=4-, 0
n—17 7—5 n—17 n—3
x4= 2 ] () x4: 2 ) O x4= 2 ] 0 4= 2 ’ O
Ln1=0, 1 Tpa=0, 3 Tn =0, 4 Zn1 =0, T
4 4 4 4
ZTnys =0, 3 ZTnys =0, 1 Zn+s 0, 3 ZTenpr =0, 1
4 4 4 4
Zn1=0, 3 Zar=0, 2 Tsm—1) =0, 1 Z, 4, =1, O
2 2 4
T, =1, 0 Tnp1 =0, 1 z,, =1, 0
b3
T,4=1, O
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n=2 (mod. 4)
n n n n
z,=0, 5—5 rn=1, —2~—3 =3, —2-~2 =4, 5—3
Ta=23, 0 =3, 0
X3=1T, 0 ra=2, 0 T3=13, 0
n n " "
x4:§_5, 0 x4:§_31 0 (4202— 2, 0 x4=§—3’ 0
Taye =0, 7 Tu2=0, 1 Zoo =0, 3 Tuz =0, 3
4 T T
X3z =0, 1 ZTayz =20, 3 Znge =0, 1 Totz =0, 4
4 4 e e
g =1, 0 To2=0, 1 xn =0, 3 Tan2=0, 1
2 B —x
. =0, 2 Toa=1, 0 @yy =1, 0
z, =1, O
n =238 (mod. 4)
n—17 n—29 n—2>5 n—D5
=0, —5 =1, 5 =2, 9 =25, 3
x2:3, 0 x2=3, 0
r3—3, 0 =26, 0 ry=1, 0 Xy=—=2, 0
n—17 n—29 n—>5 n—>5
Ty= 5 0 x4—7——, 0 = 0 Ty= g 0
Znt1 =0, 3 Lo =0, 6 T3 =0, 1 Tns =0, 2
e e e =
Tops =0, 1 Togs =0, 1 Zapr =0, 3 Ty =0, b
4 4 4 4
Xn1 =0, 3 Tam—s5=0, 1 Zna =0, 2 Taw— =0, 1
= < = e
xﬂ_4-——-—1, 0 xn—4:‘17 O :l,‘n.;._1—0, 1 [ =1, 0
2
ZTpye =1, O
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Noi non protrarremo pitt oltre, per ora, la ricerca delle soluzioni delle equazioni
(1), (2), e passeremo invece alla dimostrazione di altre proprietd generali delle reti
che sodisfanno a quelle equazioni medesime.

25. Se si getta uno sguardo sulle coppie di soluzioni coniugate ottenute sin qui,
si scorgera che le z di una soluzione qualunque sono eguali alle x della soluzione co-
niugata, prese in ordine differente. Vediamo se questa proprietad debba verificarsi ne-
cessariamente in ogni caso.

Consideriamo la rete nel piano P e le y, rette che fanno parte della Jacobiana.
Siccome queste rette si segano fra loro esclusivamente ne’ punti principali (11), i quali
a due a due devono appartenere alle rette medesime, cosi non pud aver luogo che
uno de’ seguenti due casi:

1.c =3 le tre rette principali sono i lati di un triangolo i cui vertici sono punti
principali, d’egual grado di moltiplicitd e soli in quel grado (per legge di simmetria).
Dunque uno de’ numeri z sara = 3, cioe =1, .

2.° y, qualunque > 1, compreso 3. Le v, rette passano tutte per uno stesso punto
principale @ (unico nel suo grado di moltiplicitd) ed inoltre rispettivamente per altri
punti principali b, b;,..., egualmente multipli e soli nel loro grado. Il numero « di
questi punti b, b.,... sard dunque =1y, *).

Le ¥, coniche che fanno parte della Jacobiana possono dar luogo ai casi seguenti:

1.° ¥, qualunque >>1; le ¥, coniche hanno quattro punti comuni ed inoltre pas-
sano rispettivamente per uno de’ punti principali &, b,, ..., egualmente molteplici,
il numero = de’ quali sard = y,.

2.0y, = v -~ 1 ove v ha uno de’ valori seguenti: 2, 3, 4, 5. Le v 4~ 1 coniche hanno
5 — v punti comuni e passano inoltre rispettivamente per v de’ v+ 1 punti princi-
pali b, b, ,...0,,, egualmente molteplici e soli nel loro grado: onde il numero x de’
medesimi ¢ eguale ad y,.

Le y, curve principali del terz’ordine offrono i seguenti casi possibili:

1.° y; qualunque >>1; le ¥, cubiche hanno in comune il punto doppio e cinque
altri punti, e passano poi rispettivamente per uno de’ punti principali b,, b, ,... egual-
mente molteplici, il numero z de’ quali sard eguale ad ;.

2.° y; qualunque >>1; le cubiche hanno sei punti comuni, ed il punto doppio in
uno de’ punti principali b,, b, ,... egualmente molteplici, il numero x de’ quali sara
eguale ad ;.

*) Pei due punti principali situati in una retta principale devono evidentemente passare
tutte le curve principali. Dunque, se y, > 2», non vi pud essere una curva principale d’or-
dine 7, cioé y, =0,
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3.2 y;=v-+|+1, ove v & uno de’ numeri 2, 3, 4, 5, 6. Le v -+ 1 cubiche hanno in
comune il punto doppio e 6 —v punti ordinari, e passano rispettivamente per v de’
v -1 punti principali &,, b,,...b,,, egualmente molteplici e soli nel loro grado.

4.° y;==v, ove v ¢ uno de’ numeri 2, 3,4, 5, 6, 7. Le v cubiche hanno in comune
7—v punti, e fra v punti principali egualmente molteplici e soli nel loro grado hanno
il punto doppio nell’uno di essi e passano pei rimanenti.

E evidente che analoghe considerazioni si possono istituire per le curve princi-
pali d’ordine superiore, onde si concludera che se la Jacobiana contiene v, (y,>>1) curve
d’ordine », uno de’ numeri x sara eguale ad v, .

Rimarrebbe a considerare il caso di #,=1, e quello di y,==0. Se non che, essendo
la somma di tutte le = eguale alla somma di tutte le »; ed anche la somma di tutte
le  maggiori dell’unitd eguale alla somma di tutte le y maggiori dell'unitd, & evi-
dente che il numero delle © eguali a zero o all’'unitd sard eguale al numero delle y
eguali del pari a zero od all’unita.

Concludiamo adunque che le y sono equali alle x prese generalmente in ordine di-
verso. ["9]

26. Supponiamo ora che i due piani P, P’ coincidano, ossia consideriamo due figure
in uno stesso piano, le quali si corrispondano punto per punto, in modo che alle rette
di una figura corrispondano nell’altra curve d’ordine » di una rete (soggetta alle con-
dizioni (1), (2)).

Le rette di un fascio in una figura e le corrispondenti curve nella seconda figura
costituiscono due fasci projettivi, epperd il luogo delle intersezioni delle linee corri-
spondenti sara una curva d’ordine n--1 passante » volte per ogni punto principale
di grado r della seconda figura.

27. Quale & I'inviluppo delle rette che uniscono i punti di una retta R nella prima
figura ai punti cmologhi nella seconda? La retta R & una tangente (2)" per I'invi-
luppo di cui si tratta, a cagione degli » punti di R omologhi di quelli ove R sega la sua
corrispondente curva d’ordine #. Ogni altro punto di R unito al suo omologo da una
tangente dell’inviluppo; dunque la classe di questo & n--1.

28. Quale & il luogo dei punti nella prima figura che uniti ai loro corrispondenti
nella seconda danno rette passanti per un punto fisso p? Il luogo passa per p, perche
la retta che unisce p al punto corrispondente p' passa per p. Se poi si tira per p una
retta arbitraria, questa sega la curva che le corrisponde (nella seconda figura) in »
punti, risguardati i quali come appartenenti alla seconda figura, i punti omologhi della
prima appartengono al luogo: e questo & per conseguenza una curva P dell’ ordine n—1.

Se 0, ¢ un punto principale di grado » della prima figura, la retta po, contiene »
punti della seconda figura corrispondenti ad o,: onde il luogo P passera » volte per o, .
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Se ¢, & un punto principale della seconda figura, la retta po', contiene » punti della
prima corrispondenti ad o',; la curva P passerd per questi » punti, cioé per le inter-
sezioni di po',. colla curva principale che corrisponde ad o', .

I punti ove una retta R, considerata nella prima figura, taglia la corrispondente
curva d’ordine » sono nella seconda figura gli omologhi di quelli (della prima) ove R,
considerata nella seconda, incontra la curva che le corrisponde nella prima. Dunque
la curva P -anzidetta & anche il luogo delle intersezioni delle rette passanti per p,
considerate nella seconda figura, colle corrispondenti curve della prima figura (26).

I punti omologhi a quelli della curva P, considerata nella prima figura, sono in
un’altra curva P, luogo dei punti della seconda figura che uniti ai corrispondenti della
prima danno delle rette passanti per p, ossia luogo delle intersezioni delle rette pas-
santi per p, considerate nella prima figura, colle corrispondenti curve della seconda.

Ogni retta passante per p taglia le due curve P, P’ in due sistemi di » punti
corrispondenti.

29. Sia ¢ un altro punto qualunque del piano, e Q la curva che dipende da gq
come P da p. Gli » punti ove la retta pg, considerata nella seconda figura, incontra
la corrispondente curva della prima appartengono evidentemente ad entrambe le curve
P, Q, come anche alle curve analoghe relative agli altri punti della retta pg. Le due
curve P, Q si segano inoltre nei punti principali della prima figura, cid che costituisce
Yy*x,=n*—1 intersezioni; esse avranno dunque altri (n-1}F—n—(n*—1)=n-|2
punti comuni, ciascun de’ quali unito al punto omologo della seconda figura dovrebbe
dare una retta passante si per p che per ¢q. Questi -2 punti coincidono necessa-
riamente coi propri corrispondenti, cioe il sistema delle due figure ammette n--2 punti
doppi.

Tutte le curve analoghe a P, Q e relative ai punti del piano formano una rete, *)

*) 1 I1 dott. Guccra mi fa giustamente osservare che questa dimostrazione non & rigorosa
perche gli n+2 punti uniti delle due figure non sono indipendenti dai punti principali. Per
dimostrare che quelle curve formano una rete basta osservare che per due punti a,b passa
una sola curva: infatti se ', d sono i punti della 2.2 figura corrispondenti ad a, b, la curva
che deve passare per a,b, deve corrispondere ad un punto allineato con aa’ e con bb' ossia
all’ (unico) punto d’intersezione di aa’ con dd'. Soltanto se aa’, bb' coincidono in una sola retta,
si hanno infinite curve corrispondenti ai punti di questa retta, le quali formano un fascio,
avendo in comune » punti di questa retta.

La rete non & omaloide; infatti le curve non sono razionali il loro genere essendo

%((n—i—l)z—ii(n»}—l) +2>— E%i(i——l) = %n (n—1) ~—%(n——1) n—2)=n—1.

Si ha cosi un’involuzione di grado n, ogni gruppo della quale & formato da n punti in linea
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perché hanno in comune i punti principali della prima figura ed i punti doppi del
sistema, cid che equivale a

N (o p
DRSSP =2 [
condizioni comuni.

30. I due piani P, P’ ora non coincidano; e fissaii nello spazio due punti =, =,
si unisca = ad un punto qualunque o del piano P, e =’ al corrispondente punto ' del
piano P'. Se il punto @ varia in tutt’i modi possibili nel piano P, le rette wa, w'a
generano due fasci conici *) aventi tra loro questa relazione che ad una retta qua-
lunque nell’uno corrisponde una retta determinata (in generale unica) nell’altro e ad
un piano nell’un fascio corrisponde nell’altro un cono d’ordine #: e tutt’i coni analoghi
di un fascio che corrispondono ai piani dell’altro hanno in comune un certo numero
@, (r=1,2,...n-—1) di generatrici (), ove i numeri z, sodisfanno alle equazioni
(1), @)

Se i due fasci conici (%), () si segano con un piano trasversale qualunque, otter-
remo in questo due figure che si corrisponderanno punto per punto, in modo che alle
rette dell’una corrisponderanno nell’altra curve d’ordine %; e siccome il sistema di
queste due figure ammette #--2 punti doppi, cosi ne segue che il luogo dei punti
ove si segano raggi omologhi de’ due fasci conici (), (z) & una curva gobba d’ordine
n<4-2. B evidente poi che questa curva passa pei punti =, ed & ivi toccata dalle
rette che corrispondono alla zz', considerata come appartenente, prima al fascio (),
indi al fascio (=).

Se o, & un punto principale di grado » della prima figura (in P), al raggio o,
corrispondera il cono avente il vertice in «' e per base la curva principale d’ordine »
che (in P) corrisponde ad o,; le r intersezioni di questo cono colla retta o, saranno
punti della curva gobba. Ond’¢ che questa ha »--1 punti sul raggio =o.; ed altret-
tanti sul raggio @o'., se ¢, & un punto principale di grado » della seconda figura.

31. Arriviamo ai inedesimi risultati se poniamo la quistione in questi altri termini:
quale ¢ il lnogo i un punto « nel piano P, se il raggio ma incontra il raggio omologo
ma'? Se o' ¢ Iintersezione del piano P colla retta @@/, i punti @' costituiranno una
terza figura avente colla prima (costituita dai punti a) la stessa corrispondenza che

retta. Assunto un punto a; e riguardato come appartenente alla 1.2 figura, sia o il corrispon-
dente nella 2.2; allora le intersezioni di aa/, riguardata come retta della 2.2 figura, colla curva
corrispondente d’ordine » nella 1.2 figura, tra le quali intersezioni & a, sono gli » punti di
un gruppo dell’involuzione. (Novembre 1884) |

*) Strahlenbiindel dei tedeschi (StaupT, Geometrie der Lage, p. 4, Niirnberg 1847).
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intercede fra la prima e la seconda (costituita dai punti «'). D’altronde, se i raggi
©a, ®a' s'incontrano, i punti «, ' dovranno essere in linea retta col punto p ove la
retta =o' incontra il piano P; dunque il luogo del punto @, ossia la prospettiva della
curva gobba sul piano P, I'occhio essendo in =, ¢ la curva P relativa al punto p (28),
luogo delle intersezioni delle rette passanti per p, considerate come appartenenti alla
terza figura, colle corrispondenti curve d’ordine » della prima.

Da ultimo, se si applicano alla curva gobba le note formole di CayrLey *), si trova:

1.0 she essa ha 16 (»—1) punti di flesso (punti ove il piano osculatore & sta-
zionario);

2.° che le sue tangenti formano una sviluppabile dell’ordine 4, della classe 3 (3n—2),
dotata di una curva nodale dell’ordine 8n(n—1);

3.° che i suoi piani bitangenti inviluppano una sviluppabile della classe 8 (n—1);

4.° che per un punto arbitrario dello spazio passano %(7;2—1z+2) corde della

curva;
5.° che un piano qualunque contiene % (81%* — 169 % --90) tangenti doppie della

sviluppabile osculatrice; ecc.

E se si adotta la divisione delle curve geometriche, piane o gobbe, in generi, pro-
posta recentissimamente dal sig. CreBscH **), in relazione alla classe delle funzioni
abeliane da cui le curve stesse dipendono, si trova ***) che la nostra curva gobba &
del genere n—1.

*) Giornale di LiouviLLE, t. X, p. 245 (Paris 1845).
*¥) Giornale di CRELLE-BORCHARDT, t. 64, p. 43 (Berlin 1864).
*¥#) Tbid. p. 99.



