44.

AREA DI UN SEGMENTOQ DI SEZIONE CONICA.

Giornale di Matematiche, volume I (1863), pp. 360-364.

ProBrEMA. Trovare I'area compresa fra la conica:

(1) ax® - by® - ex? - 2fyx -+ 2gxx - 2hay =0
e la retta:
(2) e - py 4-vr=0.

Qui le =, y, % sono le distanze del punto variabile dai lati del triangolo di riferi-
mento; onde chiamati o, B,y i lati di questo e © I'area, si avra identicamente:

3) 0w By 4y —25.
Pongasi:
a h g X\ a h g a a h g a
L e I L N
g r g 7 ( g f ¢
Apov O a B 7 O Apwov O
a h g N o
a h g h b f p B
A=\n b fl, ¥=|g [ ¢ v 1;
g f ¢ Aowooy 0
a [ v 0

cosl che sara:
(4) AY' =3¥ — Y%,
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11 significato di questi determinanti & conosciuto. Secondo che Y sia positivo, nullo
o0 negativo *), la retta (2) sega, tocca o non incontra la conica (1). L'analogo significato
ha X' rispetto alla retta:

(5) o +fy +-12=0,

cioe, secondo che Y' sia positivo, nullo o negativo, la conica (1) ¢ un’iperbole, una
parabola o un’ellisse.

Se si ha ¥,=0, le due rette (2), (5) sono coniugate rispetto alla conica data, cioe
la retta (2) passa pel centro della conica medesima.

L’equazione X"==0 & il risultato della eliminazione di z, y, » fra le (1),(2), (5), ossia
esprime la condizione che la retta (2) sia parallela ad un assintoto della conica (1).

Ritenuto che X sia positivo, cioé che la retta (2) seghi la conica (1) in due punti
(Ty1%1) , (Taye%,) reali, sia

(6) b~ my +nx=0

una retta condotta arbitrariamente per 'uno di essi.
Eliminando z, y, » fra le (1), (2), (6) si ha:

a h g n 1

h b [ v m

g [ ¢ v n|=Al4+Bm*4 Cn®4 2Fmn - 2Gnl 4 2Him=0,

A %L v 0

I m n 0 0O

risultato che dovra coincidere con

(Lo, - may, - mzy) (oo, - mey, - mxg) =0
onde il confronto de’ coefficienti di /2, mw?®,... somministrera:

A B C 2F 2G 2H
M

Tyl YiYe K% YiRe Yt MGt LY T

Il rapporto 6 si determina osservando che le coordinate (x,4,%.), (Z:9.%.) devono
soddisfare alla relazione (3); di modo che le equazioni

0 A3 =28,  aly | Bys |- 1%, =23

*) Vedi la bella esposizione delle coordinate trilineari fatta dal prof. TruDI (p.151 di questo
Giornale). [17]
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moltiplicate fra loro, danno:

430 =Ao® 4 BE* 4 Cy* -+ 2Fpy -+ 2 Gya 4 2 Haf3,

ossia:
X”
§ ==,
4
Quindi dalle (7) si ricava:
4 (F*—BC
(32 —yora)f = —(W“‘) ;
ma:
F*—BC=»\°Y,
dunque:
1
8°N%
Yk — Y= i A,
e analogamente:
1
8%
MLy — Xl = —5r— W,
;—1‘
x x /l — ﬁ \
1Y Y= Y Ve

D’altronde *) per la distanza ¢ dei due punti (2,%,%,), (%;y:%,) si ha:

. (?/1%2"“_/2%1)2 (%1’172 "‘%2951) (931?/2—”2?/1) cos By ?
j ~
= %‘g—g‘i— -+ (%1 Ly — %2551)2‘— 2 (xlyz — %yx) (.7/1 Ko — yz%) coS oL /3
+ (@Y — Ty, (1125 — Yo%) (%1 0 — %, 1) COS 0f S

epperd sostituendo i trovati valori de’ binomi y,%e—¥e%,... si avra:

5 -
(8) =4 E,
ove si e posto:
E=»-+p>+v*—2pvcosfy — 2vhcosya — 2y cosof.
Sia poi:

(9 W+ py 4 va — o (0@ By %) =0

una retta condotta parallelamente alla (2) a segare la conica (1) in due punti; la di-

*) Vedi a pag. 25 di questo Giornale.
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stanza » de’ quali si desumera dalla (8) mutando in X ed in Z le 7,¢,v in h—oo,
w—o3,v—aoy; X' rimane inalterato. Si avra cosi:

L2022
(10) P20y 0¥, ) (E— 20T, | o'D),

ove:
3y cosfy —2yxcosyn— 203 cos 73,

E=o" 4+
B =la 4 pB vy — (v3 -+ py) cos iy — (hy - vat) cosya — (po - 1.3) cos #3.

La distanza perpendicolare ¢ fra la retta (9) e la sua parallela infinitamente vicina

(11) 13 - py vz — (0 - do) (0 4~ By +-1%) =0

¢ *) espressa da:
20 . dw

(E— 208, -+ o?E)?

b

(12) g=

quindi Parea elementare compresa fra le rette (9), (11) e la curva (1) sara:

1
(13) re=—% E—20Y+ ot do.

Se la conica data ¢ un’ellisse (X'<C0), 1'integrazione della precedente formula da:

1

1,
— (0¥ —X)(—Y)F (E—20¥, + o?Y)T )

(14)  Area indeﬁnitasﬁﬁ—s— oY ¥ ~+ Cost.e
Y (—¥)? | — @ —2Y)Ang.sen ——— 3
(52— ¥y)?
Invece se la conica (1) & un’iperbole (X'>0) integrando (13) si ha:
1 1
oY —X Y2 (E—20Y |+oX)
(15) Ar. indef.=2aﬁ7;as( ‘), ( ,”L ) A N €+Cost.°
gy | (EE—Y%) log (0¥ — )+ 7 (E—20¥)4-¥)? )

E per la parabola (X'=0) si ha:

(SZ

) . 4dofy. D\
(16) Area indefinita = — 3y 27(2—21021)2 -+ Cost.e
1

*) Vedi a pag. 24 di questo Giornale.
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La condizione che la retta (9) tocchi la conica (1) é:

amn Y —20Y, +o¥=0
donde si hanno due valori di o:
1
Y (B — XX ¥ —(ET—1XY)
W) == 3 ’ Wy == oy e

i quali nel caso dell’ellisse sono sempre reali; e nel caso dell’ iperbole sono reali purche
Y?—X¥X'>0, ossia purche la retta (2) tagli in due punti un solo ramo della curva.

Estendendo I’integrazione (14) da w=w, ad =0, per ottenere 1'area del segmento
ellittico compreso fra la curva (1) e la retta (2), si avra:

. PRVAR
M(Z’l( ) —AY"Ang. sen(AL,,) 2*)
(i |

ove si e avuto riguardo all’identita (4). Estendendo poi la stessa integrazione da ov=uw,
ad w=uw, si otterra l'area dell’ellisse:

2z . ofy.8. A
A B
(— 2

Per 'area del segmento iperbolico, estendendo I’integrazione (15) da o==0 ad
o=w, si ha:

**) .

20({3‘[.6\w (x‘-)l (le EEV) logz"l—{_( 2‘) ,

'l

Per ’area del segmento parabolico, estendendo I'integrazione (16) da o= ad

R
2y
o=0 si ottiene:
3
4ofy.02%A
3%
Quando la conica (1) & un paio di rette (reali) £ e ¥ sono positivi, e siccome
A=0, cosi si ha Y¥}=2XY'; onde la (13) diviene:

= (VYY) o,

*) Questa formola & dovuta al sig. SYLVESTER. A me la comunicd (senza dimostrazione)
il sig. SALMON con sua gentilissima lettera del 23 novembre p. p.
**) Vedi FrrrEers. Treatise on trilinear coordinates. p. 92.
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P
Integrando ed estendendo I'integrazione da "):\/f ad w==0, si ottiene 'area
del triangolo formato dalle due rette (1) e dalle rette (2):

2af7.0 X
— = vy

Se le due rette formanti la conica sono date mediante le equazioni esplicite

MO A=Yy +nz2=0
hot =¥ 4= Vo2 =0

si ha:
Aod |2 “ Wbt o A N o A A
. 1 1 "
E=lp m o], Y=118 n uzg,2= B omal. B op el
v oy W% Tow o v | R TV v

onde l'area del triangolo risultera formata simmetricamente coi parametri delle tre

rette:
oo |?
W e
v V1 Vo
oy .o
o )\1 )\2 ol )\2 )\} ol )\ )\1
B v pe| o |8 pe p B v m
’{ Vi Vo ( Vo v "[ y Y1

formola nota.

Bologna, 4 dicembre 1863.



