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INTORNO AD UNA PROPRIETA DELLE SUPERFICIE CURVE,
CHE COMPRENDE IN SE COME CASO PARTICOLARE
IL TEOREMA DI DUPIN SULLE TANGENTI CONIUGATE.

Annali di Matematica pure ed applicata, serie I, tomo IIT (1860), pp. 325-335.

E notissimo che col nome di tangenti comiugate si designano due rette toccanti
una data superficie in uno stesso punto, quando ciascuna di esse & generatrice di una
superficie sviluppabile circoscritta alla data lungo una linea a cui sia tangente l'altra.
Le proprieta delle tangenti coniugate sono dovute al Durin, autore dei Développements
de géoméirie.

L’ illustre BorponI1, in una breve nota che fa seguito all’importante memoria sulle
figure isoperimetre esistenti in una superficie qualsivoglia *), ha dimostrato una formola
generale che comprende in sg, come caso particolarissimo, la proprietd fondamentale
delle tangenti coniugate. Data una superficie ed una linea tracciata in essa, immagi-
niamo la superficie inviluppante una serie d’altre superficie, le quali abbiano un con-
tatto d’ordine qualungue colla superficie data lungo la linea data. La formola di
Borpont esprime appunto la relazione di reciprocita fra le tangenti, nel punto comune,
alla linea data ed alla caratteristica della superficie inviluppante.

In questa nofa mi propongo di sviluppare alcune conseguenze che derivano dalla
citata formola nel caso che il contatto fra la superficie data e le inviluppate sia di
primo ordine, ed i punti di contatto siano ombeliché per le inviluppate medesime *¥).

*) Opuscoli matematici e fisict di diversi autori. Tomo I. Milano 1832.

**) Io ho gid trattato quest’argomento, pel caso che le inviluppate siano sfere, in una nota
inserita negli Annali di scienze matematiche e fisiche (Roma 1855). Ora riprendo la quistione
per darle maggior generalith ed anche per rimediare ad un errore occorso in quella nota,
benché senza influenza sui principali risultati.
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Evidentemente tale ipotesi comprende in sé il caso che le inviluppate siano sfere o piani.
1. Sia:

P’equazione di una superficie curva individuata, riferita ad assi rettangolari, e conside-
riamo in essa il punto qualsivoglia di coordinate x, ¥, x. Indichiamo per brevita con:

b, q, 7

i valori delle prime derivate parziali:

o
dz ’  dy’ dx

corrispondenti al punto (z,y,x), e con:
L, m, n, L, m, n
i valori delle derivate seconde parziali:

d2f dzf dzf dzf dzf d2f

de® ’ dy’ A’ dy d&x °  dx dz ’  dzdy

corrispondenti al medesimo punto. Sia poi:
(2) A F(XaY,Z7U7V’W)=O

Pequazione di una famiglia di superficie, designandosi con X, Y, 7 le coordinate cor-
renti, e con U, V, W tre parametri indeterminati. Determiniamo questi parametri
per modo che la equazione (2) rappresenti una superficie passante pel punto (x, y, %)
della (1) ed ivi avente con questa un contatto di primo ordine. Indicati con:

P, Q, R
i valori delle derivate parziali:

¥ dF - dF
dX' dY ' daz
corrispondenti ad X==z, Y=y, Z=x«; le equazioni da soddisfarsi saranno:
F,y,2,U0,V,W)=0
P:Q:R=p:q:r,
dalle quali si desumano:

U=u(x,y,%), V":v(x’yy%)a W=’w(fv,y,%)-
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Questi valori sostituiti nella (2) danno:

(8) FX,Y,Z,u,v,w)=0

equazione rappresentante quella superficie della famiglia (2) che passa pel punto (,y,%)
della (1) ed ivi ha con essa comune il piano tangente.

Suppongasi ora data una linea qualsivoglia, tracciata sulla superficie (1) e passante
pel punto (x, y, z). Sia essa rappresentata dalle equazioni:

(4) v=x(s), y=y(s), r=x(s),

indicandosi con s Parco della linea medesima. Supposto che nelle u, v, dell’equa-
zione (3) sian poste per «, ¢, x le equivalenti funzioni di s date dalle (4), I'equazione (3)
verrd a rappresentare, .per successivi valori di s, la serie di quelle superficie della
famiglia (2) che toccano la superficie (1) lungo la linea (4). Tale serie di superficie
ammetterd una superficie inviluppo, 'equazione della quale sara il risultato dell’eli-
minazione di s fra la (3) e la:

(5) FF=0

derivata totale della (3) presa rispetto ad s.

Se nelle equazioni (3) e (5) si considera s come data o costante, esse rappresen-
tano la caratteristica dell’ inviluppo, ciog la curva lungo la quale la superficie inviluppo
tocca quell’ inviluppata che corrisponde al punto (z,y, x). Supponiamo che in queste
equazioni le coordinate correnti X, Y, Z siano espresse in funzione di S, arco della
caratteristica; allora le equazioni stesse, considerate come identiche, somministrano,
mediante la derivazione rispetto ad S, le:

dfF dX  dF dY | dF dZ ar’ axX | dF' dY | dFY dZ

XstTastTeas~" « dS+dY dS+dZ FE I

Facciamo in queste X=x, Y=y, Z=2x ed indichiamo con a,, B, ; i coseni degli
angoli che la tangente alla caratteristica nel punto (x, y, ) fa cogli assi; avremo:

(6) ) por+ qBi+ =0

) [5] o+ [ 5¢] o+ [ 2] n =0

ove 1 simboli:
X |’ Y |’ dZ
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esprimono i valori delle derivate:

corrispondenti ad X=z, Y=y, Z=zx.

dF'

ax

ar
dz

ar
dy ’

Indicato ora con % ciascuno de’ rapporti eguali:

P

P

Q R

’ ’

q r

deriviamo totalmente rispetto ad s le equazioni:

P=1Ip,

Q=1kq ,

R=1Fkr

considerate come identiche, in virtu della sostituzione delle u, v, w (funzioni di « (s),
¥ (s), x (s)) in luogo delle U, V, W. E si noti che la derivata totale di ciascuna delle
quantita P, Q, R si comporra di due parti: I’una relativa alla s implicita nelle u«, v, w;
Paltra relativa alla s che entra nelle coordinate esplicite. Derivando adunque le pre-
cedenti equazioni, e ponendo:

avremo:
| dX
[dY |

FdR

| dZ |

b, dQ_dR _
de ~ 7 dx Ay
aQ iR dP
—(E—"_M7 d—x—_dx_Ml’
R _ . ap_dq_
d ~ 7' dy  dx T TV

+ Lx’, + le, + Mz = k’p + k ( lrc’» + nly’ + m’lxl) ’

+ N’ + My’ + L' =Eq + k (na' + my' -+ 1, %)),

+Ma' 4 Ly + No' = E'r + k (ma'+ Ly + nz'),

ove gli accenti in alto significano derivate rispetto ad s.

Si moltiplichino

le equazioni precedenti, ordinatamente, per o, B, 1 € si sommino

i risultati; avuto riguardo alle (6), (7) e indicati con a, B, ¥ i coseni degli angoli che
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la tangente alla data linea (4) nel punto (v, y,x) fa cogli assi, cioé posto:

avremo:

B 0= (L— k) am+ (Li— k) (b + 16)
- (M—m) 8, + (My— k) (- tr)
+ (N — k) 12+ (Ny— Fo) (oBy+Bou).

Quest’ & la relazione di reciprocitd che lega fra loro le rette (=, B, %), (%, B, 1)
tangenti, I’una alla linea data e l’altra alla caratteristica della superficie inviluppo;
cioé essa €, sotto altra forma, ’equazione di BorponI nel caso del contatto di primo
ordine.

Per la proprietd espressa dall’equazione (8), sembra conveniente chiamare fangenti
coniugate le due rette in quistione, designandole coll’epiteto di coniugate ordinarie o
dupiniane nel caso che le superficie (2) siano piane.

2. Per la normale comune alle superficie (1) e (3) nel punto (x,y,x) conduciamo
due piani che passino rispettivamente per le due tangenti coniugate (o, B, 7), (o1, Bi, Yo)-
Siano d, d, ivraggi di curvatura delle sezioni normali risultanti nella prima superficie,
e D, D, i raggi di curvatura delle sezioni normali risultanti nella seconda superficie.
Avremo le note equazioni:

o VEECER g £ 208y + 2 20ap
(10) Yﬁi}ﬂ — 1+ 7+ 20 2o + 2y,
VERQTR e g N 2L + 2V + 2N
W—%‘%?ﬁ‘f — Lo+ ME + Not - 2L, -+ 2Miros + 2Ny,

da cui, avuto riguardo all’identitd:

B+ g+ ) =P+ @+ R,
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si ricava:
VETFETF (f — 5 = (= k) o2 i)
4 (M—Fm) B 4 2 (My—Fem,) yo.
+ (N—Jon) 7+ 2 (N — o) o,

WA (1%,— ;_) — (L— K)o+ 2 (Ly— i) Bty
-+ (M—Fkm) 8 + 2 (My—Fkm,) 110,
- (N—don) 2 2 (N, — by 348

Queste due equazioni si moltiplichino fra loro, membro per membro, e dal risultato
sottraggasi il quadrato della (8). Avuto riguardo alle note relazioni:

Brn—1b — p T — % _ q o — Boy — r
seno Vpifgt T sene Vgt T sene gt
ove o & I'angolo delle rette (a, B, ), (o, Bi, 71), il risultato puo scriversi cosi:

Bptg+r) (1 L (J__i _
sen® ® D d/\D. d)
P L —Fkl N,—kn, M, — ki,

q N, — kny M—km L, — ki, |
= ‘=<I)+k]’ + 10,

¥ M,— km, L,— ki, N —kn
0 P q r

Siano 3, 8, i raggi di massima e minima curvatura della superficie (1) nel punto
(x, ¥, x); per una nota formola di Gauss*) avremo:

® _ (p2+q2+r2)2

85, )

La quantita ® ha Panalogo significato rispetto alla superficie inviluppata. Ma noi sup-
porremo che per questa il punto (z,y,#) sia un ombelico, ed indicheremo con A il
corrispondente raggio di curvatura, onde sara D=D,=A. Avremo dunque:

(l) = —~—N— .

*) Disquisitiones generales circa superficies curvas.
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L’espressione ¥ pud scriversi cosi:
Y——1 (N@*+Mr—2L, gr)+ 21, (p ( Lyp—Mg—Ng)+ Lq'r)
— m(Lr* +Np*—2Mrp) + 2m (q (—Luip+ Mg —Nor) + M?"p)

— n (Mp*+ L¢*—2N,pq) 4 27, (7’ (—Lyp— Mg +Ny) + Npq) .

Ma per le proprieta caratteristiche degli ombelichi, si hanno le seguenti formole date
dal prof. Carnint nella sua elegantissima memoria sulle formole fondamentali risquar-
danti la curvatura delle superficie e delle linee *):

N¢?-+ Mr~*—2 Lygr _p (Lip—M,g — N+ Lgr

q2_]_ 7.2 l]7'
L Np*—2Myp  q(—Ljp+Mg—Ny)+Mrp
- 4 p? o p
_ MpLg*—2Npq _ 7(—Lyp—Mg-+Ni)+Npg
P +q Pq
_ W
- A

quindi:

RO ( (mA-n)p*—2 b gr
TZ_M#X +m4+1)g*—2mrp ;.
l+ )

(I + m)r*—2n,pq

Ma si ha inoltre *¥):
(m—+n)p*+(n+1) ¢* + (I m) ¥*— 21, qr — 2m,rp— 2m, pg

= (P4 ¢+ ) (% + %) :
onde:

k(@) (1 1
=R )

*) Annali di scienze matematiche e fisiche. Roma 1853,
**) Ibidem.
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Otteniamo dunque finalmente:
1 1\(1 1)\ o, /1 1\(1 1
- F—a) E—a)=sorels—5) (55

3. Le citate equazioni del prof. CEELINI, relative agli ombelichi della superficie,
somministrano anche:

C_RVFEEEER

X ;’LT (Lip— Mg — Ny),

I 21 2 a2
M = J/p_%ﬂ — ;%- (—Lyp + Mg — N,

PR ey
N — AT R (—Lyp— Mg + No7),

€ per conseguenza.:
Loo, 4+ MB3; + Ny 4+ Ly (ﬁ“h"" 7@1) -+ Ml(’{aﬁ‘ 0'3(1) +Nu (’/'51“{‘ B“l)

— ﬂﬂnzfq—z_w (oo + BB+ 1)

I (et ) (a4 )

+¢% (—q2631+ (ri+p9) (i +p) )

+11;% (=t (2 aB) (pou+ g )

d’onde, avuto riguardo alle identita:

amy + B+ n=rcose , prt+g+ri=0, pu+tgh+rn=0,
otteniamo:
Lo, 4+ MBB, 4 N + L (@“{1 + 7@1) + M, (7al + d’h) + N, (’131 + 5“1)

_BFErE
o A

CcOS w.
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Percio all’equazione (8) puo darsi la forma:

(12) V_P”TAQ” 7 o8 o = loa, + 1 B+ 18
+ mfp 4 my(yoa+ary)
4+ nyn 4 7 (o Bou).

Si moltiplichino fra loro le equazioni (9), (10) e dal risultato si sottragga il quadrato
della (12). Avremo:

ki

1 cos’ o sen® o
2 2 2y [+ 8 —
<p+q +7)<ddl A2 ) p2+q2+7.2

cioé:
1 cos’®  sen’ ®

(13) dd, A 89,

4. Nel caso che studiamo, cioé che le superficie inviluppate siano qualsivogliano,
ma che per ciascuna di esse il punto di contatto colla data sia un ombelico, chiameremo
le due rette (=, B, ), (21, Bi, 11) tangenti sferoconiugate, perche le equazioni (11) e (13),
che ne esprimono le proprieta, sono identiche a quelle che si otterrebbero supponendo
le inviluppate sferiche.

Al sistema delle equazioni (11), (13) equivale il seguente:

1,1 2 , (1.1 2
(14) z+a“‘5=%“(g+si‘z)’

11 , (1 1
(15) a'cz—zf-“se“(?a:—p)’

dalle quali eliminando sen’® si ha la:

1 1 1 1 1 /1 1 2 1 /1 1 2

it a) G w) b a—a)t v ldtm—a) =0
relazione fra i raggi @, d, di due sezioni normali a tangenti sferoconiugate. Se » = 90°,
le (14), (15) danno i raggi d, d, eguali ai raggi &, 8,; dunque:

In un punto qualunque di una dota superficie curve, le linee di curvatura hanno
le tangenti sferoconiugate. Le sole linee ortogonali che abbiano le tangenti sferoconiugate
sono le linee di curvatura.

Noi riterremo che il raggio A non varii che al variare del punto (z, ¥, %) sulla
data superficie. Cio ha luogo per es. supponendo che le inviluppate siano sfere di raggio
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costante, o sfere passanti per uno stesso punto dato nello spazio, o sfere aventi i
rispettivi centri in un dato piano, ecc.

Cid premesso, le formole (11), (14), (15) esprimono che in un punto dato di una
superficie curva data, qualunque siano due sezioni normali a tangenti sferoconiugate,
comprendenti 'angolo » e aventi i raggi di curvatura d, d,, le quantita:

LU D R 3 WA 1,1 2) [ S PR
o)t (e B, (i b

sono costanti.

5. Siano 6, 6, gli angoli che le due rette (o, 8, %), (%, B1, 71) comprendono con
una linea di curvatura della data superficie, nel punto (z, y, #). Avremo, pel noto
teorema di EULERro:

1 cos?0 +- sen®6 1 _ cos’ 0,  sen®b
d 8 & ' 4 8 8,

Questi valori sostituiti nella (14) danno:

cos 0. cos 6, + senf.sen0,  cos (6-6)
8 3 T A ’
0ssia:
11
(16) tang 6 . tang ﬂlz—H— ,
A

relazione fra gli angoli che una linea di curvatura fa con due tangenti sferoconiugate.
Cioe:

In un punto dato di una data superficie curva, il prodotto delle tangenti trigono-
metriche degli angoli che due vette tangenti sferoconiugate qualsivogliano fanno con una
stessa linea di curvatura & costante.

Segue da cio:

In un punio dato di wna date superficie curva, le coppie di refte tangenti sfero-
coniugate sono in involuzione.

Le rette doppie di questa involuzione sono le tangenti di quelle due sezioni
normali, egualmente inclinate ad una stessa linea di curvatura, per le quali il raggio
del circolo osculatore & uguale a A. Tali rette doppie sono reali o immaginarie se-
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condo che le quantitd:

abbiano segni contrari o eguali.
E ovvio che per dedurre le proprietd delle tangenti coniugate di Durin da quelle

dimostrate in questa nofa, basta porre %:O.

6. Dati i coseni (a, B, ¥) della direzione di una retta tangente alla superficie (1),
proponiamoci di trovare i coseni (o, B, 7,) della tangente sferoconiugata.

Indicando con @, b, ¢ i coseni degli angoli che la normale alla superficie (1) nel
punto (z, y, z) fa cogli assi, si ha:

AVPFETr =p, OVPFeTr =g, Vit r=r,

e derivando rispetto ad s, arco di una linea qualsivoglia tracciata sulla superficie data
e toccata dalla retta («, @, 1) nel punto (z, y, ):

a(VIFGTR) + ¢ VT EEr = Ia 4 i+
b (VP H-¢+7) + b Vi g7 = na + mp + Iy
e (VFEFT7) + ¢ VI 7 =mat 1 4.
Si moltiplichino queste equazioni ordinatamente per o,, £,, v; € si sommino i risultati:
(@~ ) VIA-g 7 = oo - &y (B +- 1)
+ mffy 4 m (ron -+ o)
+ o A (0B - fo),
quindi la (12) potra scriversi cosi:
s (o~ ) - B (B~ A0) - 1 (1 - Ac) = 0.
Da questa equazione e dalle:
a4 0B +ep=0, o+f4q=1
si ricava:

by — B —A(be' - cb') ca—ay — A(ca'—ac) - ap — ba.— A(ab' - ba')
oy = 7 y Bi= A r N = h
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ove:

B =14 A (a* 5% *) — 2A (a'a+ 6B+ ).
Ora, per una formola di OssiaN BonnEer *) si ha:

cos’6  sen®0

a/2+b/2_¥_cr2=__~62__‘__7?_

ossia, introducendo il raggio d mediante il noto teorema euleriano:

548, —d

1”2 2 2
e Y

Inoltre si ha:

! 1 1 1
do+ b+ =,

Po_ (L1 11y 1
A T\A d o d)\a d]°
I coseni degli angoli che fa cogli assi la tangente coniugata ordinaria di quella
data per mezzo de’ coseni («,(,y) sono proporzionali alle quantitd:

onde:

bd—ceb' , ca'—ac , ab—ba,
‘dunque, perché la tangente sferoconiugata coincida colla coniugata dupiniana, dev’essere:

by—cf __co—ay o —bo
bc'—cb' — ca'—ac ab—ba'’

da cui si hanno le:
a:Biy=a":b:c
che sono le equazioni di una linea di curvatura, date dal prof. Brioscar nella sua bella
memoria sulle proprieta di una linea tracciata sopra wna superficie *¥). Dunque:
Le sole linee di curvatura sono simultaneamente coniugate ordinarie e sferoconiugate.
7. 11 centro della curvatura ombelicale per la superficie inviluppata (3) & il punto
che ha per coordinate:

u=x—A, v=y—A, w=2—Ac,

*) Journal de U Ecole Polytechnique, 32 cahier, pag. 9.
*¥) Annali di scienze matematiche e fisiche. Roma 1854.
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il quale appartiene alla normale della data superficie nel punto (z, v, %), eppero &
situato sulla superficie gobba formata dalle normali della medesinia superficie lungo
la data linea (4). Quali sono i coseni degli angoli che fa cogli assi la normale a questa
superficie gobba in quel punto (u, v, w)?

Se immaginiamo la retta tangente alla superficie gobba in questo punto e perpen-
dicolare alla generatrice rettilinea (a, b, ¢), i coseni della direzione di quella retta
sono evidentemente proporzionali alle quantita:

¥—Aa, y—AY, ¥—Ac.
Quindi i coseni per la normale alla superficie gobba saranno proporzionali alle quantita:
b(x'—Ad)—c(y'—AV), c(@—Ad)—a(x'—Ad), a(y'—Ab)—b(@—Ad)

ciod la normale alla superficie gobba nel punto (u, v, w) & parallela alla retta (o, 8, 71)
tangente sferoconiugata di quella che tocca la linea data nel punto (x, vy, %).

Bologna, 3 gennaio 1861.



